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Memo: Stabilitat

Stabilitat:

Motivation des Stabilitits- und Algorithmusbegriffs. Abgrenzung zur
Kondition.

Relative Stabilitdt von Algorithmen zur Funktionsauswertung.

Definition und Beispiele.

Gesamtfehlerabschitzungen:
Satz: Der Gesamtfehler |3sst sich abschiatzen durch die Summe von
Eingabefehler, verstarkt durch die Kondition, und

Auswertungsfehler, verstarkt durch die Stabilitat.

Stabilitdtsabschatzungen:

Kondition der Elementarfunktionen und Stabilitat:
Grundrechenarten und Elementarfunktionen. Beispiele.
Schlecht konditionierte Elementarfunktionen vermeiden!

Das Polynom-Desaster in Matlab: Vereinfachte Stabilitdtsanalyse.
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Stabilitatsabschatzungen: Grundrechenarten

Satz: Es sei f(xp) # 0 sowie g(xp), h(xo) # 0 und

g(x0) =gnogn-10---0g81(x0), h(x)=hmohm_10---0hi(x)

Algorithmen zur Auswertung von g(xo) und h(xp) mit der relativen
Stabilitdt o, o). Dann gilt jeweils
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Stabilitdtsabschatzungen: Grundrechenarten

Satz: Es sei f(xp) # 0 sowie g(xp), h(xo) # 0 und

g(x0) =gnogn-10---0g81(x0), h(x)=hmohm_10---0hi(x)

Algorithmen zur Auswertung von g(xo) und h(xp) mit der relativen
Stabilitdt o, o). Dann gilt jeweils

f(x0) = g(x0) + h(xo) F <1+ max{og,on},
g (x0)| + [h(x0)]

f(x0) = g(x0) — h(xo) : F<1+ 120x0) — h00)| max{og,oh} ,
f(x0) = g(x0) - h(xo) F<1+2max{og,on},
f(x0) = g(x0)/h(x0) 2 F <1+ 2max{og,on},

wobei in den ersten beiden Fillen g(xo), h(xo) > O vorausgesetzt ist.
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Hintereinanderausfiihrung

Esseien h: /| — I CR und g : Iy — R zwei Funktionen und
h(Xo) = hn ©---0 hl(Xo)

ein Algorithmus zur Auswertung von h(xp). Bezeichnet k die
Kondition der Auswertung von g an der Stelle y = h(xp) und o}, die
Stabilitat des obigen Algorithmus fiir h, so gilt fiir die Stabilitat 7
von

f(x0) =gohpo---0hi(xp)

die Abschatzung
r < 1+ RgOh -
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Beispiel-Vergleich zweier Algorithmen

Fiir F(x1,x2) = (x1 — x2)? betrachten wir die zwei Auswertungen

Fi(xi,x) = h(A(xa,x)), Alx,y)=x-y, hH(x)=x

Riax) = f(A(AK) Ak, %) hke)),
BB(x,y) =xy, fa(x)=2x, f5(x,y)=x+y

Christof Schiitte — Coma | =WS 2016/17



Auswertungsbaume

Filxi,x) = h(A(a,x)), Aluy)=x—y, hx)=x?

ROa) = f(h(R0), k), hie)),
fluy)=xy, flx)=2x flxy)=x+y
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Teilbaume

fi ./Q. fa
f2 fa .

€Ty Lo /3

xry o

£y Lo
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Auswertunsbdume formal gesehen

Wir bezeichnen einen Auswertungsbaum mit 5 bezeichnen und mi

#/3 die Anzahl der Knoten in dem Baum 3. Von seiner Wurzel aus
gesehen, ist der Baum eindeutig dadurch gekennzeichnet, dass man
die (Teil-)Baume angibt, in die er nach Wegnahme der zur Wurzel

fiihrenden Kanten zerfallt:

B=11...,Bml

wobei 1, ..., B, die Teilbdume bezeichnen. Die Gesamtzahl von
Knoten ist dann

#O=1+#01+... + #0m.

Der einfachste Baum hat nur einen Knoten (seine Wurzel) und die
Form

=[], mit #6=1
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Beispiel 1:

Br, = [Bi], B1=1[Bo,z1,00,2]

wobei die beiden Bdume £y 1 = (o2 = [] die Blatter darstellen, mit den
Eingabewerten xx in Bok, k =1, 2.
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Beispiel 2:

BFZ - [667 Bf]
Be = [BarBb], Br=1[Bd]
Ba = [Boil, Bo=1B8c, Bc=IBo,ii,Bo,iils Ba = [Bo,i]

wobei die vier Baume Bo x = [|, k = i, ii, iii, iv die Blatter darstellen.
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Auswertung eines Auswertungsbaumes

Fiir die assoziierte Auswertung ordnen wir jedem Knoten, der kéinw
Blatt ist, eine Elementarfunktion zu. Wir bezeichnen die mit dem
Teilbaum 8 assoziierte Elementarfunktion mit 2. Durch die
Auswertung ergeben sich in den Knoten (Zwischen-)Ergebnisse.
Das Zwischenergebnis in dem Knoten, der die Wurzel des
Teilbaumes 3 ist, bezeichnen wir mit z°.
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Auswertung eines Auswertungsbaumes

Fiir die assoziierte Auswertung ordnen wir jedem Knoten, der e
Blatt ist, eine Elementarfunktion zu. Wir bezeichnen die mit dem
Teilbaum 8 assoziierte Elementarfunktion mit 2. Durch die
Auswertung ergeben sich in den Knoten (Zwischen-)Ergebnisse.
Das Zwischenergebnis in dem Knoten, der die Wurzel des
Teilbaumes 3 ist, bezeichnen wir mit z°.

z% berechnet sich mittels der Elementarfunktion 7 aus den (vorher
zu berechnenden) Ergebnissen z%t, ..., z%m der Berechnungen in
den Teilbdumen f1,..., 5, die durch Kanten mit der Wurzel von 3
verbunden sind.

Stellt 3 ein Blatt dar, so ist z° ein Eingabewert.
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Auswertung eines Auswertungsbaumes

Fiir die assoziierte Auswertung ordnen wir jedem Knoten, der kéi
Blatt ist, eine Elementarfunktion zu. Wir bezeichnen die mit dem
Teilbaum 8 assoziierte Elementarfunktion mit 2. Durch die
Auswertung ergeben sich in den Knoten (Zwischen-)Ergebnisse.
Das Zwischenergebnis in dem Knoten, der die Wurzel des
Teilbaumes 3 ist, bezeichnen wir mit z°.

z% berechnet sich mittels der Elementarfunktion 7 aus den (vorher
zu berechnenden) Ergebnissen z%t, ..., z%m der Berechnungen in
den Teilbdumen f1,..., 5, die durch Kanten mit der Wurzel von 3

verbunden sind.
Stellt 3 ein Blatt dar, so ist z° ein Eingabewert.

B zP falls #8=1
T (2P, ., 2Pm) falls #B=m+1>1,8=[B1,..,0m

wobei eine zusatzliche Zuordnung angibt, welche Eingabewerte den

GroRen z# mit #6 = 1 zu geordnet sind.
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Beispiel 1:

Br, = [Bi], B1=1[Bo,z1,00,2]

wobei die beiden Bdume £y 1 = (o2 = [] die Blatter darstellen, mit den
Eingabewerten xx in Bok, k =1, 2.
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Beispiel 1:

Br, = [Pl B1=1[Bo,1,00,2]

fBFl :f27 fBl:ﬁ.-, ZBo'k:Xka k:172
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Beispiel 2:

Br. = [Be, Bl
Be [ﬁaa 5b]v 51‘ = [ﬁd]
Ba = [Boil, Bb=18c, Be=1[Bo,ii>Boiiil, Ba = [Bo,iv]

Fro—f,  fle=f, =g,
fﬁa = f27 fﬁb = ﬁla fﬁc = f37 f'Bd = f23
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Stabilitdtsabschatzung

Die Stabilitatsindikatoren der rekursiven Auswertungsvorschrift

8 zP falls #p5 =1
il fB(zP,...,28) falls #B=m+1>1,8=[B1,...,0m]

lassen sich mittels

1 falls #6 =1
o < 1+ k(FB)max(cPr, ... ofm) falls #B=m+1>1,
und S =[B1,...,0m]

rekursiv abschitzen, wobei (") die relative Kondition der
Funktion f# in den Eingabewerten z%1, ..., zPm bezeichnet.
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Beispiel 1:

Br, = [Pl B1=1[Bo,1,00,2]

fBFl :f27 fBl:ﬁ.-, ZBo'k:Xka k:172
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Beispiel 1:

Wir wahlen konkrete Eingabewerte:
x; = 1011 — 1 = 99999999999, x, = 10!,
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Beispiel 1:

Wir wahlen konkrete Eingabewerte:
x; = 1011 — 1 = 99999999999, x, = 10!,

Aus o, < 1 fiir die Eingabebdume mit k = 1,2 und

_ bal+ 1l
X1 — x|

K(FPY) = K(h) =2.10" —1,

erhalten wir sofort ot < 21011,
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Beispiel 1:

Wir wahlen konkrete Eingabewerte:
x; = 1011 — 1 = 99999999999, x, = 10!,

Aus o, < 1 fiir die Eingabebdume mit k = 1,2 und

_ bal+ 1l
X1 — x|

K(FPY) = K(h) =2.10" —1,

erhalten wir sofort o < 2-10%. Dann mit x(f%2) = k(%) < 2
weiterhin sofort
oft =02 <144.10M"
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Beispiel 1:

Wir wahlen konkrete Eingabewerte:
x; = 1011 — 1 = 99999999999, x, = 10!,

Aus o, < 1 fiir die Eingabebdume mit k = 1,2 und

_ bal+ 1l
X1 — x|

K(FPY) = K(h) =2.10" —1,

erhalten wir sofort o < 2-10%. Dann mit x(f%2) = k(%) < 2
weiterhin sofort
oft =02 <144.10M"

Fiir den maximalen (relativen) Rundungsfehler auf einer Maschine
mit Maschinengenauigkeit ¢ = 10710 ergibt das

|F(x1,x2) — F1(x1, x2)|
|F(X1’X2)|

<ofle<(1+4-101).e~4-1075.
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Beispiel 2:

Br. = [Be, Bl
Be [ﬁaa 5b]v 51‘ = [ﬁd]
Ba = [Boil, Bb=18c, Be=1[Bo,ii>Boiiil, Ba = [Bo,iv]

Fro—f,  fle=f, =g,
fﬁa = f27 fﬁb = ﬁla fﬁc = f37 f'Bd = f23
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Beispiel 2:

Wieder sei x; = 10™ — 1, xo = 10", Aus 0¢ 4 < 1 fiir die T
Eingabebdume mit k = i, ii, iii, iv und

k(FP) = k(R) < 2, K(FP) = K(FP1) = K(h) < 2, K(FP) = K(fy) < 2,

erhalten wir o< < 3, ofd <3, ¢P» <3 und oP» < 7.
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Beispiel 2:

Wieder sei x; = 10™ — 1, xo = 10", Aus 0¢ 4 < 1 fiir die
Eingabebdume mit k = i, ii, iii, iv und

R(FP) = K(B) < 2, K(FP) = K(FP) = K(f) < 2, K(FP) = K(fa) < 2,
erhalten wir o< < 3, P4 < 3, 0P < 3 und o> < 7. Dann mit

X2| + [2x1x0 3-1022 —4-.10M +1
1 . ~

fﬁe < — ~ 37
w(F) < Ix2 — 2xpx1 | 102 -1
und ) 5
/{(fﬂ’:2) S ‘X22‘ + ’X21 _ 2X1X2| =2 1022 N 1’
IXf + X — 2xox1 |
sofort

oP < 14 7k(FP) ~ 22
of2 =6Pr < 14 oPer(FPr) ~ 44 .10%
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Beispiel 2: Fortsetzung

Wir erwarten bei der Auswertung > mit den Eingabewerten

x1 = 1011 — 1 und x» = 10! auf einer Maschine mit
Maschinengenauigkeit € = 1071® also einen maximalen (relativen)
Rundungsfehler von

|F(x1,x2) — Fa(x1, x2)|
|F(x1, %)
Die Durchfiihrung dieser Berechnung auf einem handelsiiblichen

Taschenrechner liefert in der Tat Fa(x1, x2) = 2097152, also einen
Fehler (relativ und absolut) von ca. 2.1 - 10°.

< ofe~4.4.10.
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