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Memo: Natiirliche und ganze Zahlen

Positionssysteme:

Definition und Beispiele.

Dezimal- und Dualdarstellung natiirlicher Zahlen.
Darstellung natiirlicher Zahlen im Rechner.

Ganze Zahlen:
Erweiterung der Zifferndarstellung von N auf Z.
Dualdarstellung mit Vorzeichenbit.

Darstellung negativer ganzer Zahlen im Rechner: Zweierkomplement.

Christof Schiitte — Coma | —WS 2018/19



Die rationalen Zahlen Q

anschaulich:

a
Q={3 | abez b#0}
Bruchrechenregeln:

a+a’_ab’-|—a’b a a ad
b a ’ b

O

b bb/ Y

mathematisch prazise:
Konstruktion von Q durch AbschluB von Z unter Division:
Aquivalenzklassen von Paaren (a, b), a,b € Z, b # 0.
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Darstellung von Q

Satz:
Jede Zifferndarstellung von N induziert eine von Q.

Ziffernmenge: ZUu{-}u{/}
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Darstellung von Q

Satz:
Jede Zifferndarstellung von N induziert eine von Q.

Ziffernmenge: ZUu{-}u{/}

Folgerung: Q ist abzahlbar.
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Darstellung von Q

Satz:
Jede Zifferndarstellung von N induziert eine von Q.

Ziffernmenge: ZUu{-}u{/}
Folgerung: Q ist abzahlbar.

Beispiele: Dezimalsystem, Dualsystem
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Q direkt durchnummerieren

Dreiecksschema:
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g-adische Briiche

n
Zn v 20, Z1 0t Zoy = E ziq', z€0,....,q—1, nmeN

i=—m

Beispiele:
g = 10: Dezimalbriiche, g =2: Dualbriiche

Satz: Jeder Dualbruch ist ein Dezimalbruch, nicht umgekehrt.
Satz: Jeder g-adische Bruch ist eine rationale Zahl, nicht
umgekehrt.
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Periodische Dezimalbriiche

periodischer Dezimalbruch (Periodenldnge 3):
0,123123123... = 0,123
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Periodische Dezimalbriiche

periodischer Dezimalbruch (Periodenldnge 3):
0,123123123... = 0,123

geometrische Reihe: g > 1

(ee] m
. . 1— q_(m+1) 1
—f__ s —f_ @ .
Zoq _mll;noo%q _mll—r>noo ]_—q_1 _1—q—1
1= 1=
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Periodische Dezimalbriiche

periodischer Dezimalbruch (Periodenldnge 3):
0,123123123... = 0,123

geometrische Reihe: g > 1

(ee] m
. . 1— q_(m+1) 1
IR i _

26 = O e s

i=0 i=0
Satz:
Jeder periodische Dezimalbruch ist eine rationale Zahl und
umgekehrt.

Bemerkung: Darstellung durch periodische Dezimalbriiche nicht

eindeutig!
Christof Schiitte — Coma | —WS 2018/19



Die reellen Zahlen

anschaulich:
unendliche Dezimalbriiche (oder g-adische Briiche):

R={z,---z,z.1z2--- | z=0,...,9}

mathematisch prazise:

» Konstruktion von R durch Vervollstandigung von Q:
Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen aus Q.

» Dedekindsche Schnitte:
Menge von Paaren von Teilmengen von Q
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Abzahlbarkeit und Zifferndarstellung

Erinnerung:
» Ein Ziffernsystem D(Z) hat abzahlbar viele Elemente.
> Q ist abzahlbar.
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Abzahlbarkeit und Zifferndarstellung

Erinnerung:
» Ein Ziffernsystem D(Z) hat abzahlbar viele Elemente.
> Q ist abzahlbar.

Satz: R ist nicht abzahlbar.
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Abzahlbarkeit und Zifferndarstellung

Erinnerung:
» Ein Ziffernsystem D(Z) hat abzahlbar viele Elemente.
> Q ist abzahlbar.

Satz: R ist nicht abzahlbar.

Folgerung: Es gibt keine Zifferndarstellung von R
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Beweis der Uber-Abzihlbarkeit

Es reicht, eine unendliche Teilmenge M C R zu finden, die nicht
abzahlbar ist. Wahle M = {x e R |0 < x <1}.

Sei M abzdhlbar, also M = {xg, x1, x2, ... }. Schreibe jedes
Element x, € M als unendlichen Dezimalbruch, also z.B. 0,9 statt

1. Das ergibt
xo = 0,200 Zo1 Z02---
X1 = 0, Z10 211 Z12.--
Xn = 0,250 Zn1 Zn2...

Wahle zu jedem n € N ein a, € {1,...,8} mit a, # z,, und setze
a=20,a1ay.... Dannist a € M, also a = x, fiir ein n € N.
Widerspruch, denn a,, # z,, fiir alle n.
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Zentrale Einsicht

Numerisches Rechnen mit reellen Zahlen ist nicht méglich!
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Absoluter und Relativer Fehler

absoluter Fehler: |x — X|.

Beispiel: x = 1000, X = 999: x—X%X| =1
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Absoluter und Relativer Fehler

absoluter Fehler: |x — X|.

Beispiel: x = 1000, X = 999: x—X%X| =1

[x—%]

relativer Fehler: B x # 0.

Beispiel: x = 1000, ¥ = 999 |x — X|/|x| = 1073
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Festkommazahlen

n—1
Zne1Zn-2' 20,21 " Z-m = Z ziq, zi€{0,...,qg—1}.

i=—m

£ = m + n Stellen verfiigbar; n, m € N fest gewahlt.
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Festkommazahlen

n—1
Zne1Zn-2' 20,21 " Z-m = Z ziq, zi€{0,...,qg—1}.

i=—m

£ = m + n Stellen verfiigbar; n, m € N fest gewahlt.

Beispiel: ¢ =10, /=4, n=3, m=1
> x =0,123, Runden: X =0,1
relativer Fehler: |x — X|/|x| = 0.2

» x = 123, exakt darstellbar: x = 123
relativer Fehler: |x — X|/|x| =0
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Festkommazahlen

n—1
Zne1Zn-2' 20,21 " Z-m = Z ziq, zi€{0,...,qg—1}.

i=—m

£ = m + n Stellen verfiigbar; n, m € N fest gewahlt.

Beispiel: ¢ =10, /=4, n=3, m=1
» x =0,123, Runden: X =0,1
relativer Fehler: |x — X|/|x| ~ 0.2

» x = 123, exakt darstellbar: x = 123
relativer Fehler: |x — X|/|x| =0

Folgerung:

Im Sinne einer optimalen Stellenausnutzung n, m variabel halten!
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Gleitkommazahlen G(¢, q)

Definition: (Gleitkommazahlen) Jede in der Form
x=(-1)a-¢° (1)

mit Vorzeichenbit s € {0,1}, Exponent e € Z und Mantisse

14
azO,al---ag:Za,-q_i, aie{ow"?q_l}’al#ov
i=1

oder a = 0 darstellbare Zahl X heit Gleitkommazahl mit
Mantissenlinge { € N, £ > 1.

Die Menge all dieser Zahlen heit G(q, ¢).

Die Darstellung (1) heilt normalisierte Gleitkommadarstellung.
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Gleitkommazahlen

Beispiel: g =10, /=4
» x = 0,123 wird dargestellt als X = 0,1230 - 10°
relativer Fehler: |x — X|/|x| =0
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Gleitkommazahlen

Beispiel: g =10, /=4
» x = 0,123 wird dargestellt als X = 0,1230 - 10°
relativer Fehler: |x — X|/|x| =0

> x = 123 wird dargestellt als ¥ = 0,1230 - 103
relativer Fehler: |x — X|/|x| =0
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Gleitkommazahlen

Beispiel: g =10, /=4
» x = 0,123 wird dargestellt als X = 0,1230 - 10°
relativer Fehler: |x — X|/|x| =0

> x = 123 wird dargestellt als ¥ = 0,1230 - 103
relativer Fehler: |x — X|/|x| =0

> x = 123,456 wird dargestellt als ¥ = 0, 1235 - 103
relativer Fehler: |x — X|/|x| ~ 0,00036
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Gleitkommazahlen

Beispiel: g =10, /=4
» x = 0,123 wird dargestellt als X = 0,1230 - 10°
relativer Fehler: |x — X|/|x| =0

> x = 123 wird dargestellt als ¥ = 0,1230 - 103
relativer Fehler: |x — X|/|x| =0

> x = 123,456 wird dargestellt als ¥ = 0, 1235 - 103
relativer Fehler: |x — X|/|x| ~ 0,00036

> x = 0,00123456 wird dargestellt als ¥ = 0,1235 - 102
relativer Fehler: |x — X|/|x| =~ 0,00036
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