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Kondition und Stabilitat

Die Kondition ist eine Eigenschaft des Problems!

Die Stabilitat ist eine Eigenschaft des Algorithmus!

f(xo)

|xo—%o|

Eingabefehler: ]

Rl < mra ML+ 030 — Kol
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f(x0) =gnogn-10---g1(x0)

Auswertungsfehler: g; = (1 + ¢;)g;

f(e,x0) = &no&n-10-- 0 &1(x0)

% < oralle|| + o(|e]])



Gesamtfehler

X0 — %ol
%ol
max. Rundungsfehler: |||

Eingabefehler:

| (x0) — (e, %)

resultierender Gesamtfehler:
| (x0)|
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Gesamtfehler

X0 — %ol
|xo]

max. Rundungsfehler: |||

Eingabefehler:

| (x0) — (e, %)
| (x0)|

resultierender Gesamtfehler:

Satz: Es sei xp # 0 und f(xp) # 0.
Dann geniigt der Gesamtfehler der Abschatzung

|f(x0) — F(e, %)) < K/rel|Xo — %ol
| (x0)| %o

Dabei bezeichnet o(Xp) die Stabilitdt der Funktionsauswertung an
der Stelle Xp.

+ o(%0) |lel| + o(|x0 — Kol + [le]|) -
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Faustregel

Gesamtfehler = k * Eingabefehler + o % Auswertungsfehler!
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Memo: Grundrechenarten

Es seien h: | — I C R und g : [z — R zwei Funktionen und
h(xo) = hno--- 0 hi(xo)

ein Algorithmus zur Auswertung von h(xp). Bezeichnet k, die
Kondition der Auswertung von g an der Stelle y = h(xp) und o}, die
relative Stabilitat des obigen Algorithmus fiir h, so gilt fiir die
relative Stabilitdt o von

f(x0) =gohyo---ohi(x)

die Abschatzung
0 <1+ Kgop .
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Stabilitdtsabschatzungen: Grundrechenarten

Satz: Es sei f(xp) # 0 sowie g(xo), h(xp) > 0 und

g(x0) =gnogn-10---0g1(x0), h(x)=hmohm_10---0hi(x)

Algorithmen zur Auswertung von g(xo) und h(xp) mit der relativen
Stabilitdt o, op. Dann gilt jeweils
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Stabilitdtsabschatzungen: Grundrechenarten

Satz: Es sei f(xp) # 0 sowie g(xo), h(xp) > 0 und

g(x0) =gnogn-10---0g1(x0), h(x)=hmohm_10---0hi(x)

Algorithmen zur Auswertung von g(xo) und h(xp) mit der relativen
Stabilitdt o, op. Dann gilt jeweils

f(x0) = g(x0) + h(xo) : o <14 max{og,on},

lg(x0)| + |h(x0)|
lg(x0) — h(x0)

f(x0) = g(x0) - h(xo) o <1+ 2max{og,on},

f(x0) = g(x0) — h(xo) : o<1+

max{og,0n} ,

f(x0) =g(x0)/h(x0) : o <1+ 2max{og,on},

wobei in den ersten beiden Fillen g(xo), h(xo) > O vorausgesetzt ist.
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Hintereinanderausfiihrung

Es seien h: / — I, C R und g : I — R zwei Funktionen und
h(xo) = hpo--- 0 hi(x0)

ein Algorithmus zur Auswertung von h(xp). Bezeichnet . die
Kondition der Auswertung von g an der Stelle y = h(xp) und o}, die
Stabilitat des obigen Algorithmus fiir h, so gilt fiir die Stabilitat o
von

f(x0) =gohyo---0hi(x)

die Abschatzung
0 <1+ Kgop .

Christof Schiitte — Coma | —WS 2018/19



Stabilitatsanalyse: Modell des Rechenablaufs

Beispiel: f(x) =1+ 1/3(1 — cos(x))
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Stabilitatsanalyse: Modell des Rechenablaufs

Beispiel: f(x) =1+ 1/3(1 — cos(x))

niedrige Auflosung:  f(x) = wy o wy(x)

wa(y) =1+y, wi(x) = /5(1 - cos(x))
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Stabilitatsanalyse: Modell des Rechenablaufs

Beispiel: f(x) =1+ 1/3(1 — cos(x))

niedrige Auflosung:  f(x) = wy o wy(x)

wa(y) =1+y, wi(x) = /5(1 - cos(x))

hohere Auflosung  f(x0) = g3 0 g2 © g1(x0)
gi(x) = cos(x), g(y)= %(1 —y), &y)=1+y
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Stabilitatsanalyse: Modell des Rechenablaufs

Beispiel: f(x) =1+ 1/3(1 — cos(x))

niedrige Auflosung:  f(x) = wy o wy(x)

wa(y) =1+y, wi(x) = /5(1 - cos(x))

hohere Auflosung  f(x0) = g3 0 g2 © g1(x0)
gi(x) =cos(x), g(y)= %(1 —-y), &)=1+y

noch hohere Aufldsung  f(xg) = hs o hgy o h3 o hy o h1(xp)
hi(x) = cos(x), ha(y)=1—y, hs(y) =3y, ha(y) =y, &s(y)=
1+y

Festlegung der Auflésung: Modell des Rechenablaufs
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Beispiel: Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Berechne das Polynom f(x) = x3 + 12a%x — 6ax? — 8a3
mit a = 4 999 999 an der Stelle x; = 10 000 000 .

» a = 4999999;
» x = 10000000;
> f=x34+12%xa’*xx—6xa*xx?>—8xa°
f=
393216

Kein Eingabefehler! Relativer Fehler: = 49151 ~ 5 - 10*
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Grobe Stabilitdtsabschatzung

f(xo) = 3+ 12a%x — 6ax3 — 8a°

= (g + 12a%x) — (6ax§ + 8a%) = g1(x0) — &2(x0)
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Grobe Stabilitdtsabschatzung

f(xo) = 3+ 12a%x — 6ax3 — 8a°

= (g + 12a%x) — (6ax§ + 8a%) = g1(x0) — &2(x0)

Algorithmus 1:  f(xp) = g1(x0) — &2(x0)
gi1(x0) =5 +122°x0, g(x0) = baxg + 8a°
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Grobe Stabilitdtsabschatzung

f(xo) = 3+ 12a%x — 6ax3 — 8a°

= (g + 12a%x) — (6ax§ + 8a%) = g1(x0) — &2(x0)

Algorithmus 1:  f(xp) = g1(x0) — &2(x0)
gi1(x0) =5 +122°x0, g(x0) = baxg + 8a°

Stabilitdtsschranke: (xo = 107, a=5-10°—1)

1 + lerlo)lt|ea(x0)|

o1 =< lg1(x0)—&2(x0)] max{agl,agz}, Ogr =0g, =1

— 14 |4-102 —12.1014 412107 |+|4-10% —12.10*4+12.107 — 8|
- 8

< 141021 -3.10"% +3.10" -1 =1+ (107 - 1)3 = 10*
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Hohere Auflosung: Zerlegung von gy

g1(x0) = x§ + 12a°x0 = u3(x0) + w2 0 u1(x0)

U3(X) = X37 u2(y) =12y, Ul(X) = a’x
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Hohere Auflosung: Zerlegung von gy

g1(x0) = x§ + 12a°x0 = u3(x0) + w2 0 u1(x0)

U3(X) = X37 u2(y) =12y, Ul(X) = a’x

induktive Berechnung von o4 <14 max{ou;, 0uou }
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Hohere Auflosung: Zerlegung von gy

g1(x0) = x§ + 12a°x0 = u3(x0) + w2 0 u1(x0)

U3(X) = X37 u2(y) =12y, Ul(X) = a’x

induktive Berechnung von o4 <14 max{ou;, 0uou }

Berechnung von o, =1
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Hohere Auflosung: Zerlegung von gy

g1(x0) = x§ + 12a°x0 = u3(x0) + w2 0 u1(x0)

U3(X) = X37 u2(y) =12y, Ul(X) = a’x

induktive Berechnung von o4 <14 max{ou;, 0uou }
Berechnung von o, =1

Berechnung von g0y <14+ Ky, =1+2=3
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Hohere Auflosung: Zerlegung von gy

g1(x0) = x§ + 12a°x0 = u3(x0) + w2 0 u1(x0)

U3(X) = X37 u2(y) = 12}/, Ul(x) = a’x

induktive Berechnung von o4 <14 max{ou;, 0uou }
Berechnung von o, =1

Berechnung von g0y <14+ Ky, =1+2=3

Ergebnis: g <14+ max{0y;,0u0un } =1+ max{1,3} =4
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Hohere Auflosung: Zerlegung von g»

gg(Xo) = 63X§ + 833 = V4 O V3 O Vg(Xo) + V1(Xo)

V4(y) = 6ya V3(.y) = ay, VZ(X) s X27 V1(X) = 883
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Hohere Auflosung: Zerlegung von g»

gg(Xo) = 63X§ + 833 = V4 O V3 O Vg(Xo) + V1(Xo)

V4(y) = 6ya V3(.y) = ay, VZ(X) s X27 V1(X) = 883

induktive Berechnung von oz, <14 max{0yovsovs,0v; }
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Hohere Auflosung: Zerlegung von g»

gg(Xo) = 63X§ + 833 = V4 O V3 O Vg(Xo) + V1(X0)

V4(y) = 6ya V3(.y) = ay, VZ(X) s X27 V1(X) = 883

induktive Berechnung von oz, <14 max{0yovsovs,0v; }

Berechnung von  oyovs0v < 14+ Ky, (1+Ky,) =14+2-(24+1) =7
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Hohere Auflosung: Zerlegung von g»

gg(Xo) = 63X§ + 833 = V4 O V3 O Vg(Xo) + V1(X0)

V4(y) = 6ya V3(.y) = ay, VZ(X) s X27 V1(X) = 883

induktive Berechnung von oz, <14 max{0yovsovs,0v; }
Berechnung von  oyovs0v < 14+ Ky, (1+Ky,) =14+2-(24+1) =7

Berechnung von ¢, =1
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Hohere Auflosung: Zerlegung von g»

gg(Xo) = 63X§ + 833 = V4 O V3 O Vg(Xo) + V1(X0)

V4(y) = 6ya V3(.y) = ay, VZ(X) s X27 V1(X) = 883

induktive Berechnung von oz, <14 max{0yovsovs,0v; }
Berechnung von  oyovs0v < 14+ Ky, (1+Ky,) =14+2-(24+1) =7

Berechnung von ¢, =1

Ergebnis:  0g <1+ max{oyovsovs; 0w} =1+ max{7,1} =8
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Feinere Stabilitdtsabschatzung

Algorithmus 1B:

f(x0) = g1(x0) — g2(x0)

= (u3(x0) + w2 0 u1(x0)) — (va 0 vz 0 va(x0) + vi(x0))
u3(x) = X%, w(y) =12y, wi(x)=ax

V4(_)/) = 6ya V3(y) = ay, VZ(X) = X27 Vl(X) = 833
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Feinere Stabilitdtsabschatzung

Algorithmus 1B:
f(x0) = g1(x0) — g2(x0)
= (u3(x0) + w2 0 u1(x0)) — (va 0 vz 0 va(x0) + vi(x0))

U3(X) > X3’ u2(y) i 12}/, U]_(X) i aZX

V4(_)/) = 6ya V3(y) = ay, VZ(X) = X27 V]_(X) = 833

realistischere Stabilitatsschranke:

< 14 lmCo)ltletol

02 T2100)—g> (0| max{0g,,0g, }, Og <4, 045 <8

|4-10%1 —12.10'%412.107|4[4-10%* —12-10*4 +12.107 — 8|
< 1+8 .

= 1+8(10** —3-10+3-10" —1) ~ 8-10%

Christof Schiitte — Coma | —WS 2018/19



Gesamtfehler

Relativer Gesamtfehler gemaR Stabilitdtsabschitzung von
Algorithmus 1B:

< o-eps<8-10%1.222.10710 ~ 18- 10°

Relativer Gesamtfehler gemalk MATLAB:

~5-.10%
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Stabilerer Algorithmus

Algorithmus 2:
f(x0) = g2 0 g1(x0) = (x — 2a)3,

gi1(x) = x — go(a), go(a) =2a, g(y) =y>
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Stabilerer Algorithmus

Algorithmus 2:
f(x0) = &2 © g1(x0) = (x — 2a)*,
g1(x) = x — go(a), go(a) =2a, g(y) =y’

x|+2|a] x|+2]a|
Berechnung von g <1+ [x—2a] &0 <1+ Tx—2a]
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Stabilerer Algorithmus

Algorithmus 2:
f(x0) = &2 © g1(x0) = (x — 2a)*,
g1(x) = x — go(a), go(a) =2a, g(y) =y’

x|+2|a] x|+2]a|
Berechnung von Og <1+ [x—2a] &0 <1+ Tx—2a]

Abschatzung

|g3(x — 2a)||x — 2a|
Ogy
|g2(x — 2a)|
=3

of < 1+ kel(g)og =1+

2
< 44 3M ~3-.107
|x — 2a]
Relativer Gesamtfehler gemaR Stabilitatsabschatzung:

<of-eps<3-107-2.22-1070~7.107°
Christof Schiitte — Coma | —WS 2018/19



Stabile Algorithmen

MERKSATZ:

Unvermeidbare, schlecht konditionierte Elementarfunktionen an den
Anfang!
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Beispiel-Vergleich zweier Algorithmen

Fiir F(x1,x2) = (x1 — x2)? betrachten wir die zwei Auswertungen
Flxa) = hlfila,x), fAlky)=x—y, hkx)=x

Rlae) = fi(f(AG) A(BGL %), hx)),
f3(X,y)ny, f4(X):2X7 %(X7y):X+y
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Auswertungsbaume

f2

f1

Fi(x, %) = hAla,x)), Alxy)=x—y, hx)=x>

Fbace) = f(f(A00) Akl ), kbe)),
Aloy) =x, ) =2 fxy)=xty
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./Q. fa

£y Lo f3

&ry o
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Auswertunsbaume formal gesehen

Wir bezeichnen einen Auswertungsbaum mit [ bezeichnen und mit
#3 die Anzahl der Knoten in dem Baum 3. Von seiner Wurzel aus
gesehen, ist der Baum eindeutig dadurch gekennzeichnet, dass man
die (Teil-)Baume angibt, in die er nach Wegnahme der zur Wurzel
fiihrenden Kanten zerfallt:

B=1b1...,Bml

wobei 1, ..., B, die Teilbdume bezeichnen. Die Gesamtzahl von
Knoten ist dann

#O=1+#01+ ...+ #0m.

Der einfachste Baum hat nur einen Knoten (seine Wurzel) und die
Form

=[], mit #8=1
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Beispiel 1:

f1

Br, = [Fi], B1=1[Boz1,00,2]

wobei die beiden Bdume £y 1 = fo2 = [] die Blatter darstellen, mit den
Eingabewerten xx in Box, k =1,2.
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Beispiel 2:

BFZ = [5& Bf]
Be . [5275b]7 BF =5 [ﬁd]
Ba = [Boil, Bbo=18c)s Be = Bo,iis Boiils Ba = [Bo,iv]

wobei die vier Baume Bo x =[], k = i, ii, iii, iv die Blatter darstellen.
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