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Vektor- und Matrixnormen

Grundlagen
> Matrix-Vektor- und Matrix-Matrix-Produkt, lineare Rdume, Beispiele

Problem
» Berechne die Lésung z von Ax = b zu gegebenem be R", A e R™"
> Ziel: Konditionsanalyse des Problems, Stabilitdtsanalyse des GauBschen
Algorithmus

Normen auf linearen Rdumen:
» Motivation: Erweiterung des Betrags von R auf R™ und R™*"
> Definition: Axiomatisierung des Langenbegriffs, Beispiele: | - |
auf R™
> Zu einer gegebenen Vektornorm | - | gehdrt die Matrixnorm:

A
[Alw = sup 122l

zeR™ ,x+0 H"EH ’

pr 1<p<oo

A € Rnxn

» Beispiel: Zur Maximumsnorm | - || gehort die Zeilensummen-Norm
> Definition: Aquivalenz von Normen
> Satz: In endlichdim. linearen Rdumen sind alle Normen 3quivalent




Abstraktion des Langenbegriffs: Normen  ssumess g

Definition
Es sei V ein linearer Raum iiber R. Eine Abbildung

I-1:V >R

heiBt Norm, falls fiir alle 2,y € V und \ € R gilt:

» |z] 20, |z =0<=2=0 (positive Definitheit)
> [Az] = [Al]z] (Homogenitit)
> |z +yl < [z]+ |yl (Dreiecksungleichung)

Das Paar (V.| - |) heiBt normierter Raum.




Beispiele: Vektornormen

Beispiel: V =R", x = (z;)], e V=R".
» Euklidische Norm

n
o]y = (Y a?)"
i=1
» p-Norm
- P 1/P
H$||p=(Z;|$z| ) ) 1<p<oo
iz

» Maximumsnorm, oco-Norm

Joo = masx |z

=lyeeny




M atrlxn ormen FreieUm’vemt'at

V =R™" ist ein Vektorraum iiber R (Matrizen mit n Zeilen und Spalten)

Lemma
2, . .
Jede Norm auf R™ induziert eine Norm auf R™ ",

Beweis: Interpretiere A € R™*" als Vektor in R™ .

Definition
Sei | - || eine Norm auf R™. Eine Matrixnorm || - [ a7 auf R™™ heifBt
vertraglich mit der Matrix-Vektor-Multiplikation, wenn gilt:

|Az] < [|Alalz] YA eR™™, zeR"

Obere Schranke fiir die Langenanderung durch Multiplikation mit A.




Die von einer Vektornorm induzierte Matrixnorm

Definition
Sei | - || eine Vektornorm auf R™. Dann ist durch

A

zeR™ ,x£0 H.’E” '

die zugehérige/induzierte Matrixnorm (Operatornorm) | - | as definiert.




Die von einer Vektornorm induzierte Matrixnorm

Definition

Sei | - || eine Vektornorm auf R™. Dann ist durch

A
(Al = sup 122l g epmen
zeR" ,z£0 Hxn

die zugehérige/induzierte Matrixnorm (Operatornorm) | - | as definiert.

Eigenschaften der zugehdrigen Matrixnorm

» |- | ar ist eine Norm

v

|- las st vertraglich: | Az < | Al ar]]
IAB|am < |Ala|Bllar VA, B € R™™ (Submultiplikativitit)
Die Norm der Einheitsmatrix I ist || = 1.

v

v




Die von der Maximumsnorm induzierte Matrixnorm

Satz (Zeilensummennorm)

Die Matrixnorm

[l = max 2|AU| A= (Ay)} i, e RV

gehort zur Maximumsnorm | - ||o auf R™.

Bemerkung

Es sei | - | eine beliebige Vektornorm und | - | as die zugehdrige
Matrixnorm. Dann existiert ein x* € R™ mit |z*|| =1 und || Az*| = | Al|as-
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Konvergenz in normierten Raumen

Definition
Es sei (V, |- |) ein normierter Raum und (2(")), ey, 2" € V eine Folge in
V. Die Folge heiBt konvergent gegen x € V, also

v

¥ -, )
falls
|z —2"] -0, v oco.
Beispiel
V =R", Maximumsnorm || - | e

R">2" > 2 eR" <= xf = xi=1,...,n.




Aquivalenz von Normen

Definition
Zwei Normen | - | und |||, auf V" heiBen &quivalent, falls ¢,C € R
existieren, so dal

clz <flzll < Clz| VeV




Aquivalenz von Normen

Definition
Zwei Normen | - | und |||, auf V" heiBen &quivalent, falls ¢,C € R
existieren, so dal

clel <llzl<Clz|  VzeV.

Satz (8.5)

Es sei V' ein endlichdimensionaler linearer Raum. Dann sind alle Normen
auf'V dquivalent.




Aquivalenz von Normen i nvesae 6 D ern

Definition
Zwei Normen | - | und |||, auf V" heiBen &quivalent, falls ¢,C € R
existieren, so dal

clel <llzl<Clz|  VzeV.

Satz (8.5)

Es sei V' ein endlichdimensionaler linearer Raum. Dann sind alle Normen
auf'V dquivalent.

Folgerung: Sei V' = R™ mit beliebiger Normen | - || und | - ||o. Dann gilt:

' srefr-2"-0 < |r-2"[e—-0 < af s>a,i=1,...,n.
A C|A C
o] o Cldele Oy
zeR™ 220 HxH zeR™ x20 C HxHoo c




Lineare Gleichungssysteme

n =3 Gleichungen fiir n = 3 Unbekannte:

r1 + 4daxo + Txs = 5
21,'1 + 55(,'2 + 8(E3 = -1
3%1 + 6.232 + 10.’133 = 0

10



Lineare Gleichungssysteme

n =3 Gleichungen fiir n = 3 Unbekannte:

r1 + 4daxo + Txs = 5
21:1 + 51’2 + 8(E3 = -1
3.731 + 6.2?2 + 10.’133 = 0

Matrixschreibweise:

1 4 7 T 5
2 5 8|[z]=]-1
3 6 10/ \z3 0

10
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Problem

Berechne z € R™ aus Az = b zu gegebenen Daten A € R™*"™ und b e R™.

> Gestortes Problem: Az =b
» Auswirkung von Eingabefehlern A ~ A, b ~ b auf das Ergebnis &

> Gibt es iiberhaupt eindeutige Losungen = und z7?




Existenz und Eindeutigkeit

Die Koeffizientenmatrix A € R™™ heiBt regular, falls

z+0 = Az %0 Vo eR"

Satz

Ist A e R™" regular, so existiert die Inverse A7l e R™™ von A mit der
Eigenschaft

AAT =ATTA=T
und das lineare Gleichungssystem
Ax=b

hat fiir jede rechte Seite b € R™ die eindeutig bestimmte Lésung xz = A~'b.




Kondition JR— |

Problem
Berechne z € R™ aus Az = b zu gegebenen Daten A € R™ " und b e R™.

Aquivalentes Problem
Auswertung von x = f(A,b) = A7'b e R™ fiir A e R™™ und b x R™.

Loésungsoperator
» f(A,b) = A71b ist nicht explizit gegeben
» Auswirkung von Eingabefehlern A ~ A, b~ b auf das Ergebnis Z
» Wann existiert & = f(A,b)?




FehlermaB

Normweiser absoluter Fehler
|z -z, r,7eR"

Beispiel:

0.5 _ 1 3
v (100) &= (58) . o - ] = max{0.5, 42} = 42

Normweiser relativer Fehler

|z - 2]

r,7eR" x+0

)

|

Beispiel:

0.5 _ 1 [z -7Z]|e max{0.5, 42}
= , d= , = = 0.42
! (100) ! (58) E® 100
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Die Kondition einer Matrix i v ol i

Definition
Sei AeR™ und | - | eine Operatornorm. Ist A eine reguldre Matrix, so
heiBt

K(A4) = |Al1A7Y

die Kondition von A. Ist A singulér, so wird k(A) = co gesetzt.
Bemerkung

» K(A)>1und k(I) =1
» k(AB) < k(A)r(B)




Beispiel: Differenzenverfahren fiir ein Randwertproblem

1
- i—1+2Ui_Ui+1:h2f($i), 1=1,...,n, h =
n+1
o 10° Steifigkeitsmatrix
5
4
2 -1 0 ... 0 s
-1 2 -1 -~ <
A, =0 - w0 |erm 2
-1 2 -1 1
0 0o -1 2
G0 200 400 600 800
Kondition:

Koo(An) = [Anoe A7 oo

1000




Beispiel: Massenmatrix (Bestapproximation)

0 c Rnxn

Massenmatrix
10 T T
8k
c 6r
S
£
c
o
X 4t
ol
0
0 200 400 600 800
n
Kondition:

Koo (Mn) = | M oo M7 oo

1000




Auswirkungen von Stérungen der rechten Seite b

Losungsoperator: f : R™ — R™ definiert durch z = f(b) = A™'b, be R"

Definition
Die relative Kondition ke, der Auswertung des Lésungsoperators f an
der Stelle b ist die kleinste Zahl mit der Eigenschaft

lo =2 _ [f®) - fO) o=

] RO

Ist dies fiir keine reelle Zahl fyel p richtig, so wird ke = 0o gesetzt.

+o([[b~b])-




Auswirkungen von Stérungen der rechten Seite b

Satz (9.4)

Sei x € R" die Losung von Az =b, b+ 0, und & die Lésung des gestérten

Systems

Az =b

mit beliebigem b € R™. Dann gilt

b-b|
o]

|z - 7]

|z

Es existieren rechte Seiten b, be R"™, so daB in dieser Abschatzung
Gleichheit vorliegt.

< r(aylo=tl

Folgerung: kreip = k(A)




Numerisches Beispiel: Storung von b

Exaktes System: Az =b
1 -300 -100 -3990 10
A=]-300 300 -100|, b=|-1000], =x=]10
-100 -100 -99.9 -2999 10

Auf drei Stellen gerundete rechte Seite: A% = b

(3990
b=-1000|,
~3000

20



Numerisches Beispiel: Storung von b

Exaktes System: Az =b
1 -300 -100 -3990 10
A=]-300 300 -100|, b=|-1000], =x=]10
-100 -100 -99.9 -2999 10

Auf drei Stellen gerundete rechte Seite: A% = b

(~3990 11.2
b=|-1000|, 7=|10.6
~3000 8.17

20



Numerisches Beispiel: Storung von b

Exaktes System: Az =0, Koo(A) ~2.5-10°

1 =300 -100 -3990
A=]-300 300 -100], b=|-1000],
-100 =100 -99.9 -2999

10
x =110
10

Auf drei Stellen gerundete rechte Seite: A% = b

(~3990 11.2
b=|-1000|, 7=|10.6
~3000 8.17

20



Storung der Koeffizientenmatrix A

Gestortes Sytem: Az =0, A e R

Beispiel (schleifender Schnitt)

Reguldre Matrix A: T2
To =
N EEE 2 iy =om
"1 1+e
L1

Runden im Falle € < eps:

~ (-1 1
_ L
A (_1 1) singular!

21



Kleine Storungen erhalten die Regularitat

Lemma (9.5)
Es sei C e R™™ und ||C| < 1. Dann ist I — C regular und es gilt

(I-0)y'=I+% c*. (Neumannsche Reihe)

=1
Folgerung
Es gelte
|A-A] 1 - -
< bzw., dquivalent dazu, [A-A||A™ < 1.
Al #<(A)

Dann ist A regular!
Beweis: Betrachte C'= A" (A~ A). Dannist [ -C' = AA. ...

22



Auswirkungen von Stérungen der Koeffizientenmatrix A

Satz (9.6)

Sei x € R™ die Lésung von Ax =b, b+ 0, und & die Lésung des gestérten

Systems

Az =b
mit A e R™" und |A - A||A~Y|| < 1. Dann gilt

A-A|
| Al

|z - 2]

SMAN +o(]A-AJ).

]

Es existieren Koeffizientenmatrizen A, Ace R™™ so daB in dieser
Abschatzung Gleichheit vorliegt.

Beweis: Skript
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Numerisches Beispiel: Storung von A

Exaktes System: Az =b

1 -300 -100 -3990 10
A=[-300 300 -100), b=[-1000), =x=|10
-100 -100 -99.9 -2999 10

Gerundete Koeffizientenmatrix: AZ = b, |A = Ao | A7 oo = 0.3672.

(1 =300 -100
A=|-300 300 -100],

-100 -100 -100

24



Numerisches Beispiel: Storung von A

Exaktes System: Az =b
1 =300 -100 -3990 10
A=]-300 300 -100], b=|-1000|, x=|10
-100 -100 -99.9 -2999 10
Gerundete Koeffizientenmatrix: AZ = b, |A = Ao | A7 oo = 0.3672.

~ 1 -300 -100 8.5
A=1-300 300 -100], z=]92

-100 -100 -100 12

24



Numerisches Beispiel: Storung von A

Exaktes System: Az = b, Koo(A) % 2.5-103

1 -300 -100 -3990 10
A=[-300 300 -100), b=[-1000), =x=|10
-100 -100 -99.9 —-2999 10

Gerundete Koeffizientenmatrix: AZ = b, |A = Ao | A7 oo = 0.3672.

~ 1 -300 -100 8.5
A=1-300 300 -100], z=]92
-100 -100 -100 12

24



Auswirkungen von Stérungen von A und b

Satz (9.6)

Sei x € R™ die Lésung von Az =b, b+ 0, und & die Lésung des gestérten
Systems

mit A e R™™ und | A - A||A™"| < 1 sowie b € R™. Dann gilt

|z - ] (IIA—flll Ib—BI) i 7
< k(A) - +o(|A- A +[b-b).
Ed |4l [l

Es existieren rechte Seiten b, b e R™ und Koeffizientenmatrizen
A, AeR™™, so daB in dieser Abschatzung Gleichheit vorliegt.

Beweis: Ubung

25



Numerisches Beispiel: Storung von A und b

Exaktes System: Az =b

1 -300 -100 -3990 10
A=[-300 300 -100), b=[-1000), =x=|10

-100 -100 -99.9 -2999 10

Gerundete Koeffizientenmatrix: AZ = b, |A = Ao | A7 oo = 0.3672.

R 1 -300 -100 -3990
A=1-300 300 -100], b=]|-1000],

-100 -100 -100 -3000

26



Numerisches Beispiel: Storung von A und b

Exaktes System: Az =b

1 -300 -100 -3990 10
A=[-300 300 -100), b=[-1000), =x=|10

-100 -100 -99.9 -2999 10

Gerundete Koeffizientenmatrix: AZ = b, |A = Ao | A7 oo = 0.3672.

R 1 -300 -100 -3990 10
A=1-300 300 -100), b=[-1000), Z=|10

-100 -100 -100 -3000 10

26



Numerisches Beispiel: Storung von A und b

Exaktes System: Az = b, Koo(A) % 2.5-103

1 -300 -100 -3990 10
A=[-300 300 -100), b=[-1000), =x=|10

-100 -100 -99.9 -2999 10

Gerundete Koeffizientenmatrix: AZ = b, |A = Ao | A7 oo = 0.3672.

R 1 -300 -100 -3990 10
A=1-300 300 -100), b=[-1000), Z=|10

-100 -100 -100 -3000 10
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Die Kondition als Quantifizierung der Regularitat

Singuldre Matrizen
S:= {M eR™"™ | M singuléir} cR™ ™

Relativer Abstand von A0 zu S

dist(A,S) = inf{”A_B” Be 5}
|4l
Satz (9.9)
Fiir alle reguldren Matrizen A gilt
. 1
dist(4,S) >

Kk(A)
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