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In diesem Aufsatz wird ein kurzer Uberblick iiber zwei Varianten des terniren Zahlsys-
tems und deren Arithmetik gegeben. Insbesondere wird das balanzierte Ternérsystem
betrachtet und dessen wesentlichen Vorteile gegeniiber anderen Zahldarstellungen dis-
kutiert. Eine der Schlussfolgerungen ist, dass das balanzierte Terndrsystem das effizien-
teste Zahlsystem iiberhaupt ist.

1 Definition

Das Terndrsystem oder triadische System ist eine Zahldarstellung zur Basis 3. Der Zif-
fernvorrat besteht also aus drei Ziffern, tiblicherweise {0, 1, 2}, und jede reelle Zahl z
lasst sich in eine eindeutige Reihe entwickeln,

2=+ Y @-3*  mita € {0,1,2}. (1)
k:—oo

Die Zahl wird dann durch ihre Ziffern entsprechend dargestellt, also
z:j:...azalao, a_ja_p.... (2)

Gibt es hierbei Koeffizienten gy fiir negative k, so wird nach dem Koeffizienten a( ein
Komma (bzw. ein Punkt) geschrieben. Fithrende Nullen werden bei dieser Darstellung
weggelassen, genau wie hingende Nullen nach dem Komma. Um Verwechslungen mit
anderen Zahlsystemen zu vermeiden, wird oft die Basiszahl, hier also 3, als Index ange-
hiingt. Beispielsweise wird die Zahl z = 7 im Dezimalsystem, also z = 71, im Ternér-
system durch
z=213

dargestellt. Fiir eine ganze Zahl gilt a; = 0 fiir £ < 0, und nur endlich viele der Koeffi-
zienten a; mit k = 0 sind positiv.

Da eine einzelne Ziffer drei mogliche Werte annehmen kann, ist die kleinste Infor-
mationseinheit im Terndrsystem das 7Trit (fiir triadic digit), analog dem auf das Binér-
system zuriickfiihrbare Bit (fiir binary digit). Da ein Trit drei Werte annehmen kann, ist
der Informationsgehalt eines Trits etwa um den Faktor 1,585 hoher als der eines Bits,
genauer

In3
I trit =log,3 bit = 1n_2 bit ~ 1,5849625 bit. 3)
n

Sechs ternére Stellen ergeben ein Tryte,

1 tryte = 6 trit, 4

analog dem Byte, das 8 bits entspricht. Ein Tryte kann also 3% = 729 Werte annehmen,
ein Byte dagegen nur 28 = 256.

2 Umrechnung zwischen Ternir- und Dezimaldarstel-
lung

2.1 Umrechnung von Ternir- nach Dezimaldarstellung

Die Umrechnung vom Terndr- ins Dezimalsystem folgt direkt aus (I): Entsprechend
der Stelle k des Koeffizienten links oder rechts vom Komma wird er mit der Potenz 3F



multipliziert und zu den anderen aufsummiert. Beispielsweise ist
20103 =2-3%+1-3' =54 +3 = 57),.

Ein davon abgeleitetes und effizienteres Rechenschema fiir eine ganze Zahl ist das fol-
gende: Multipliziere die erste Ziffer (von links) der umzuwandelnden Zahl mit 3, addie-
re dazu die néchste Ziffer, multipliziere diese Summe mit 3, usw. ... . Fiir 20103 ergibt
das z. B.

0

6 A8 A7 )
6 1

Entsprechend ist 22103 = 751.

Beispiel 2.1. Ein interessantes Beispiel ist die Zahl z = 0, 13. GemaB Gl. (1) gilt

k=1 k=0

Die dritte Gleichung folgt aus der Formel fiir die geometrische Reihe. Entsprechend gilt
0,23 =1. i

2.2 Umrechnung von Dezimal- in Ternéirdarstellung

Wie berechnet man nun jedoch die Ternédrdarstellung einer im Dezimalsystem gegebe-
nen Zahl? Wir benétigen dazu zwei Rechenoperationen, die ganzzahlige Division (|/])
und die Modulo-Operation (%). Fiir zwei ganze Zahlen m und n ist die ganzzahlige
Division |m/n| definiert als die grofite ganze Zahl, mit der n multipliziert gerade noch
kleiner gleich m ist. Hierbei heifien die Klammern |-| die untere Gaufklammer oder
im Englischen die floor-brackets. Fiir eine reelle Zahl x bezeichnet | x| die groBte ganze
Zahl kleiner oder gleich x, oder formaler:

x| =max{n € Z|n < x} (7)

Die unteren GauBlklammern |x| einer positiven Zahl x > 0 bewirken somit einfach,
dass ihre Nachkommastellen abgeschnitten werden, also || =3, |3] = 3. Fiir negative
Zahlen bewirken sie jedoch, dass stets aufgerundet wird, beispielsweise | —5,43| = —6
oder | —m| = —4.
Einfach ausgedriickt: |m/n] ist gleich m +n ohne die Nachkommastellen. Beispiels-
weise ist
|13/3] =4.

m % n ist der Rest der ganzzahligen Division von m durch n, also z.B.
13%3=1.

Insgesamt gilt also

m-=n = |m/n| Rest (m % n),




etwa 13 +3 = 4 Rest 1. Weitere Beispiele:

114/3] =4, 14%3=2,
114)7] =2, 14%7=0,
114/1] =14, 14%1=0,
13/5] =0, 3%5=3.

Die Umrechnung einer Zahl z von Dezimal- in Terndrdarstellung geschieht nach folgen-
der Vorschrift:

1. Erstelle eine Tabelle mit den Spalten z, |z/3] und z % 3.
2. Setze jeweils fiir z den Wert der zu berechnenden Zahl ein; beispielsweise z = 75:

z |z/3]|z%3
75

die Berechnung ergibt dann:

z |z/3]|z%3
7| 25 0

3. Nimm als neuen Wert fiir z die Zahl aus der Spalte z/3, wenn diese nicht O ist,
und wiederhole den Vorgang bei Schritt 2.

z |1z/3]|z%3

7| B3 0
=
25

Die Ternirdarstellung ergibt sich, wenn man die Zahlen in der Spalte z %3 von unten
nach oben aneinander reiht. Berechnen wir z.B. z = 75.



z ||z/3]|z%3 z [|z/3]]z%3 z [z/3]]z%3 z ||z/3]|z%3
7?@ 0 7?@ 0 7?@ 0 7?@ 0‘
Z?E] 1 ZE%E] 1 25r4[§] 1 ZSFE] 1
8 SFE] 2 SFE] 2 SFE] 2
2 2|0 | 2 2| [0 | 2

Es gilt also| 7519 = 22103 ‘ Entsprechend berechnet man fiir z = 57:

z [|z/3]]z%3
57 | 19 0
19r£16] 1
GFLZJ 0
=

2 | [0 2

Also ist | 5719 = 20103 |

2.3 Ternarbriiche

Die Berechnung von Kommazahlen ist ebenso moglich, allerdings ist das Umrech-
nungsschema etwas anders. Betrachten wir zunédchst die Umrechnung von der Ternér-
darstellung in die Dezimaldarstellung. Auch hier folgt alles aus der Gleichung (1)), nur
muss man jetzt die Kehrwerte %, %, % der Dreierpotenzen verwenden. Beispielsweise

1st
1 1 19 S
0,2013—2-3+1-27—27—0,703. (8)
Fiir die Umrechnung der Dezimaldarstellung in die Ternirdarstellung verwendet man
wie im Falle der ganzen Zahlen eine Tabelle, jedoch diesmal mit den Spalten z — |z], 3z
und |3z]. Damit ergibt sich der folgende Algorithmus zur Berechnung der Ternirdar-

stellung einer gegebenen positiven Zahl z in ihre Dezimaldarstellung.

1. Erstelle eine Tabelle mit den Spalten z — |z|, 3z und |3z].

2. Setze jeweils fiir z den Wert der zu berechnenden Zahl ein und berechne die Spal-
tenwerte.

3. Nimm als neuen Wert fiir z die Zahl aus der Spalte 3z, wenn diese nicht O ist, und
wiederhole den Vorgang bei Schritt 2.

Die Ternidrdarstellung ergibt sich, wenn man die Zahlen in der Spalte |z| von oben nach

unten aneinander reiht. Beispielsweise ergibt sich fiir den periodischen Dezimalbruch
z = 0,703 die folgende Tabelle.



z«z-|z]| 3z ||3z]
0.703 2
—
0T 0
—
03 1
—
0

Damit gilt |0,70319 = 0,2013 |. Die Riickrichtung als Probe gemiB Gleichung @) be-

stitigt unser Ergebnis. Entsprechend ergeben sich 0,410 = 0,115 |und |0,719 = 0,215,
wie man direkt nachrechnet:

z«z-|z|| 3z ||3z z«z-|z|J| 3z |[3z
04 1 07 2
o o

03 1 03 1
o ]

0 0

Wie im Dezimalsystem gibt es periodische Briiche (mit Periode ungleich 0) auch im
Ternédrsystem. Beispiele sind 0,01619 = 0, 013 oder 0,319 = 0,02205 :

zaz-|2)| 3z ||32) ze2-|2)| 3z |32

B e L

HE e
OT 0
5|

Jede positive Zahl < 1, die eine endliche Dezimalbruchentwicklung besitzt, hat eine
unendliche Terndrbruchentwicklung, und umgekehrt. Das liegt daran, dass 3 und 10
teilerfremd sind.

2.4 Arithmetik im Ternéirsystem

Um die Grundrechenarten der Addition und Multiplikation durchzufiihren, miissen wir
zunichst die Additions- und Multiplikationsregeln fiir einstellige Ziffern definieren. Wie
in jedem Stellenwertsystem ergeben sich daraus die Addition und Multiplikation fiir
allgemeine Zahlen. Am einfachsten stellt man diese Regeln in Form einer Additions-
und einer Multiplikationstabelle auf:

+]0 1 2 -lo 1 2
0[0 1 2 00 0 0
11 210 1o 1 2 2
202 10 11 210 2 11



Hiermit gilt zB. 1+ 1 = 2 oder 2+ 1 = 103, mit dem Ubertrag 1. Daraus ergeben sich
fiir die Addition und Multiplikation zweier Zahlen die aus der Grundschule bekannten
Verfahren. Beispielsweise fiir 20203 422103 und 202053 - 22103:

2010 2010 -2210
+ ] 2210 11020
Ubertrag |1 11020
11220 20100
Ubertrag 1
12212100

Tatsdchlich ist 112203 = 13219 = 5710+ 7519 und 122121003 = 4275190 = 5710 7510.

2.4.1 Subtraktion und Division mit Hilfe des Komplements

Das Dreierkomplement einer ganzen Zahl z = a,, . . . ag in Ternédrdarstellung ergibt sich,
indem jede Ziffer O durch 2 und umgekehrt ersetzt und zu der so entstandenen Zahl 1
addiert wird. Beispielsweise ist das Dreierkomplement von 22103 die Zahl 00123+ 1 =
00203. Da 22103 4+ 00203 = 10000, ist das Komplement 0020 die Negative von 2210,
wenn man sich nur auf die ersten vier Trits zur Darstellung beschriinkt.

Zu beachten ist, dass das Komplement (genau wie im Falle der Bindrdarstellung)
von der Anzahl der Stellen abhéngt, mit der die Zahl dargestellt wird. Verwenden wir
beispielsweise sieben Trits zur Darstellung, wobei das hochste Trit das Vorzeichen be-
stimmt (0: +, 2: —), so lautet das Komplement von 0/0022103 nun 2(2200123 + 1 =
2|2200203. Es gilt 0/0022103 +2|2200203 = 2|000000. Entsprechend gilt

0/002010
+ (2220020

Ubertrag 1

3222100

also 00020103 — 00022103 = 0/0020103 + 22200203 = 2|2221003. Da das fiihren-
de Trit 2 lautet, muss von dieser Zahl das Komplement gebildet werden, um sie vor-
zeichengerecht zu sehen, also 0|0001223 + 1 = 0/0002003: die Differenz lautet also
0020103 — 0022103 = —002003, oder in Dezimaldarstellung 57 —75 = —18.

Die Division x <y zweier ganzer Zahlen verlduft in der Ternirdarstellung mit fixer
Tritanzahl und einem Vorzeichentrit durch den folgenden Algorithmus.

1. Bilde das Komplement y* des Divisors y und setze den Schleifenzéhler auf 0.

2. Berechne die Summe x + y* des Dividenden und des Komplements des Divisors;
ist sie negativ (hat als fithrendes Trit also eine 2), so gib den (alten) Wert von x
als Divisionsrest zuriick und beende die Routine, ansonsten speichere x < x + y*
und erhohe den Schleifenzédhler um 1.

Die Anzahl der durchgefiihrten Schleifendurchlédufe ist das Ergebnis der Division. Das
Ergebnis der vorletzten Addition ist der Divisionsrest. Beispielsweise gilt fiir 00011123+



0]0000215:

0001112
+ 2222202
1 0001021
+ 2222202
1 0001000
+ 2222202
1 10000202
+ 2222202 (10)
1 0000111
+ 2222202
1 10000020 +—
n 2222202
2222222

Y |5=213]

Das Ergebnis ist also 0]0011123 <-0]{0000213 = 0/00000123 Rest 0/000020, oder in De-
zimaldarstellung 41 =7 = 5 Rest 6. Die Division kann auch durchgefiihrt werden wie
die iibliche schriftliche Division. Beispielsweise gilt

11125 + 213 = 123 Rest 203
— 21
202 (11)
—112

20

Man beachte, dass mit unserer Definition des Komplements die Informationskapazi-
tdt des fithrenden Trits, also des Vorzeichentrits, nicht optimal ausgeniitzt wird, denn es
werden effektiv nur zwei Werte (0 und 2) angenommen. Eine effizientere Darstellung,
die ohne ein Vorzeichentrit auskommt, ist das ,,balanzierte Terndrsystem®.

3 Das balanzierte Terniarsystem

Das balanzierte Ternéirsystenﬂ ist ein Zahlsystem, das nicht auf den drei Werten O, 1,
2 beruht, sondern auf —1, 0, 1. Zur Unterscheidung werden wir das obige Ternérsys-
tem auch gewohnliches Terndrsystem nennen. Der erste, der das balanzierte Ternérsys-
tem verwendete, war vermutlich der englische Mathematiker John Colson (1680-1760),
und zwar unter der Bezeichnung negativo-affirmative arithmetic [L2]. Die erste ,,reine*
balanzierte Terndrnotation verdffentlichte 1840 der franzosische Mathematiker und In-
genieur Léon-Louis Lalanne (1811-1892), vgl. [4} S. 208].

Da man ein einzelnes Symbol fiir —1 bendotigt, um ein Stellenwertsystem mit diesen
drei Werten zu erhalten, gibt es verschiedene Konventionen. So werden oft die Bezeich-
nungen (—, 0, +), ({, 0, 1), (1,0, 1) [4, S.207] oder (q, o, p) [5, Anm. 71] verwendet. Im

I Die Schreibweise im Deutschen ist nicht einheitlich: Da das Wort von dem Verb ,,.balancieren
abgeleitet ist, findet man meist die Schreibweise ,,balanciertes Ternirsystem®. Wir halten uns hier an die
in der mathematischen Literatur nicht uniibliche Schreibweise [6]].


http://www.lucasianchair.org/18/colson.html

Folgenden wird hier die Notation
(_17071) A (J7071) (12)
benutzt. Der Ziffernvorrat besteht also aus den drei Ziffern { |, 0, 1}, und jede reelle Zahl
z ldsst sich in eine eindeutige Reihe
z= Y a3  mitg e {],0,1}. (13)
k=—oo

entwickeln. Bemerkenswert ist, dass wir kein Vorzeichen benétigen. Eine Zahl ist posi-
tiv, wenn ihr hochstes Trit | ist, und negativ, wenn es | ist.

3.1 Umrechnung von balanzierter Ternir- in Dezimaldarstellung

Die Umrechnung von der balanzierten Ternédrdarstellung ins Dezimalsystem geschieht
genau wie im Standardfall, unter Beachtung der Tatsache, das a;y = | = —1. Fiir 1] 010
gilt z. B.

(14)

NN
\S]

vgl. Gleichung (3)). Entsprechend ist 10|10 = 75.

3.2 Umrechnung von Dezimal- in balanzierte Ternirdarstellung

Die Umrechnung einer Zahl von ihrer Dezimaldarstellung in ihre balanzierte Ternir-
darstellung geschieht nicht so direkt wie im gewohnlichen Terndrsystem. Wir benotigen
zwei Spezialfunktionen div3b: Ny — Ny und mod3b: Ny — {], 0,1}, die die ganzzahlige
Division und Modulorechnung im Ternérsystem (,,3b*) liefern:

_ 1, wennz % 3 =1,
div3b(z) = { Z; +L :;e;nsls 2%3=2, mod3b(z) =<¢ 0, wennz %3 =0, (15)

|, wennz % 3 =2.
Zur Umrechnung erstellt man nun eine Tabelle mit den Spalten

7| 2% 3| div3b(z) | mod3b(z) (16)

und triagt nun, dhnlich wie im Standardfall, jeweils zeilenweise die Werte fiir z ein,
beginnend mit der umzurechnenden Zahl in der ertsen Zeile, dann weiter mit dem Wert
aus der dritten Spalte fiir das nichste z, solange bis dieser Wert O ist. Beispielhaft sei



das durchgefiihrt fiir z = 571¢:

Z1z2% 3| div3b

571 0

\
19 1

~—~

z) | mod3b(z)

O
(e}

(17)

ol (o] B

o [\ O\«
\S]
ISy

Also ist 5719 =1]010.

3.3 Umrechnung zwischen gewohnlicher und balanzierter Ternér-
darstellung

Die Umrechnung von der gewohnlichen in die balanzierte Ternirdarstellung geht nach
der Vorschrift: Addiere 111... zur gewohnlichen Ternédrdarstellung nach dessen Additi-
onsregeln, wobei die Anzahl der Einsen grof3er als die Tritanzahl der umzuwandelnden
Zahl ist; subtrahiere von dieser Zahl 111 ... stellenweise ohne Ubertrag nach den Regeln

2-1=1, 1-1=0, 0—1=]. (18)

Die Umrechnung von der balanzierten in die gewohnliche Ternédrdarstellung verlduft
entsprechend umgekehrt. Beispielsweise ist 20103+ 111113 =201213,201213—-11111 =
11070, also 20103 = 1] 010 = 57. Umgekehrt liefert 1| 010+ 111111 = 120121, und
dann 1201213 — 1111113 = 0020105.

3.4 Balanzierte Ternirbriiche

Zunichst beobachten wir, dass ein balanzierter Terndrbruch mit Gleichung (13)) ins De-
zimalsystem umgerechnet werden kann, wobei fiir einen periodischen Bruch die geo-
metrische Reihe verwendet werden kann. So gilt beispielsweise

1,101 =3"— 1+ =13 =0,703. (19)

_ = 1 1
1, J:I—Zﬂ:2— -=2-3=1}=1.875. (20)
=1 -3
und
Tnro - 1 - 1 1 1 - 1 8 1 8 81
0710J0:Z34k+1_234k+3:<§_3_3)‘ZW:ﬁ'1_L:ﬁ's_:()v3-
k=0 k=0 k=0 1 (21)

Leider scheint es kein einfaches Verfahren zu geben, mit der man einen Dezimalbruch
direkt ins balanzierte Terndrsystem umrechnet. Der wohl einfachste Weg fiihrt iiber das

10



gewohnliche Terndrsystem: Zunéchst wandelt man die Dezimal- in die gewohnliche
Ternidrdarstellung, addiert dann die Zahl

11

mit groBerer Anzahl Einsen hinzu und zieht am Ende ...111,111... nach den Regeln
ab. Beispielsweise ergibt das fiir 0,703 zunichst 0,201, addiert mit 11,1113 dann
12,012, und abziiglich 11,111 mit schlieBlich 1, 01.

Aufpassen muss man bei der Umrechnung von periodischen Ternirbriichen, denn
die Addition mit ...11,11... kann zu Ubertrigen fithren. Pragmatisch kann man das
Problem umgehen, indem man die Periode zweimal aufschreibt, die Umrechenproze-
dur durchfiihrt und die Ziffernfolge der Periodenlinge im balanzierten System als Pe-
riode iibernimmt. Beispielsweise schreibt man % =0,213 als 0,21213, was 0,21213 +
11,111153 = 12,10025 liefert, und dann 12,1002 — 11,1111 =1,0] |1, also

0,213 =1,0]. (22)

Ebenso verfiahrt man mit 0,02203, also 0,022002203 + 11,11111111 = 11,21012101
— 11,21012101 — 11,11111111 =0,10]010] 0, also

0,0220; = 0,70]0. (23)

3.5 Arithmetik im balanzierten Ternirsystem

Die Additions- und Multiplikationsregeln basieren auf den folgenden Regeln fiir ein-
stellige Operationen:

|

+ 1 0 1
i 0
ol 0 1 (24)
1710 1 1l

1

Interessanterweise ist also | + | = |],und | + 1 =1/, also |1 = — ]| < 0. Ferner fillt
auf, dass die Addition nur noch zwei Fille mit Ubertrag hat, anstatt drei wie im gewhn-
lichen Ternédrsystem, und die Multiplikation sogar iiberhaupt keinen, anstatt einen wie
im gewohnlichen Ternérsystem.

Aus den Additions- und Multiplikationstabellen ergeben sich die Verfahren fiir die
Addition und Multiplikation zweier Zahlen. Beispielsweise fiir 1| 010 + 10 |1 O und
1010-10010:

11070 11070-70110
+] 10110 110100
Ubertrag 1 17010
17070 ) 110700 *
Ubertrag 1
1100[]100

Tatséachlichist ]| 0] 0 = 132190 =5719+ 7510 und 1] 00 ||100 = 427519 = 57109 - 7510.

11



Das Komplement in der balanzierten Terndrdarstellung ergibt sich, indem man ]|
durch | ersetzt und umgekehrt. Beispielsweise lautet das Komplement von 10|70 ein-
fach | 01] 0. Nach den gleichen Regeln wie im Standard-Ternédrsystem kann man mit
dem Komplement die Subtraktion und die ganzzahlige Division durchfiihren. Beispiels-
weise lauten 1070 —10]10=1]070+4 07110, oder 1]]|| = 1]1:

11010 TH
+]1107]0 + 1]
Ubertrag 1 1117
1100 + 11
1 1000
+ 1]
1 11711
+ 11 (20)
1 111
+ 1]
1 110 «—
+ 1]
+ |
Y[5=11]

Inder Tatist [100=—18=57—75und 1|]]| = 1|1 =1]] Rest1]0=41 = 7. Die Divi-
sion kann auch durchgefiihrt werden wie die iibliche schriftliche Division, allerdings mit
der Sonderregel, dass ein negativer Dividend nicht als Rest bleiben darf. Beispielsweise
gilt

I =1T="1Il Rest 1|0

L L
_

1
—

1]

-
0]
-
110

Durch die Sonderregel wird der Algorithmus also nicht wie gewohnt bei der Stelle O |

beendet, sondern erst einen Schritt spéter. (Ohne die Sonderregel wire das Ergebnis 1|0

Rest |, also 6 Rest —1, was mathematisch ebenfalls korrekt ist.)

(27)

3.6 Teilbarkeitsregeln

Ahnlich wie im Dezimalsystem gibt es einige einfache Teilbarkeitsregeln fiir ganze Zah-
len im Ternirsystem:

e Teilbarkeit durch 3: Eine ganze Zahl im (gewohnlichen wie auch balanzierten)

Ternérsystem ist genau dann durch 3 teilbar, wenn sie mit einer O endet. Beispiel:
11010 =157.

* Teilbarkeit durch 3": Eine ganze Zahl im (gewohnlichen wie auch balanzierten)
Terndrsystem ist genau dann durch 3" teilbar, n € N, wenn sie mit n Nullen endet.
Beispiel: 1| 00 = 18 ist durch 3% = 9 teilbar.

12



 Teilbarkeit durch 2: Eine ganze Zahl im balanzierten Ternirsystem ist genau dann
durch 2 teilbar, wenn die Quersumme der Quersumme der Quersumme ... ihrer
Ziffern 0 ergibt. Beispiel: 10]1]= 76 ist gerade, denn die Quersumme lautet | +
0+ |+1+1=1],deren Quersumme wiederum | + | = 0.

3.7 Anwendungen
3.7.1 Optimale Standardgewichte fiir eine Balkenwaage

Das Bachet’scheE] Problem der Gewichte ist durch die folgende Frage gegeben [L1]
,, Was ist der kleinste Satz an Standardgewichten einer Balkenwaage, so dass alle ganz-
zahligen Gewichte von 1 bis 40 Gramm gewogen werden kénnen? *

Die Antwort ist: Es ist ein Satz aus den vier Wégestiicken | = 1,10 = 3,100 = 9 und
1000 = 27 Gramm. Wie kann das funktionieren? Jede Zahl von 1 bis 40 ldsst sich mit
maximal vier Ziffern des balanzierten Ternidrsystems darstellen, also beispielsweise 14
= 1]]!. Leitet man daraus die Vorschrift ab, dass das der Position entsprechende Stan-
dardgewicht auf die Waagschale des zu messenden Gegenstands gelegt wird, wenn der
Wert | ist, auf das gegeniiber liegende bei dem Wert |, und gar nicht verwendet wird bei
dem Wert 0, so kann man jedes ganzzahlige Gewicht mit diesen vier Standardgewichten
messen. Bei der Konstellation 1| || bedeutet das also, dass das 27-Gramm-Gewicht auf
der dem Gegenstand gegeniiber liegenden Schale liegt, die andern drei auf der anderen.
Das groBtmogliche zu wiegende Gewicht ist dann 1111 = 14349+ 27 = 40 Gramm.

3.7.2 Dreiwertige Logik

Eine dreiwertige Logik ist ein Beispiel fiir eine Logik, die sich von der klassischen Logik
dadurch unterscheidet, dass es mehr als zwei Wahrheitswerte gibt. Die historisch erste
dreiwertige Logik £.3 wurde von Lukasiewiczﬂ 1920 eingefiihrt. Sie wird heute der ,,in-
tuitionistischen Logik* zugerechnet und kann als eine spezielle Fuzzy-Logik angesehen
werden [L4].

Neben den Wahrheitswerten w und £ der klassischen Logik wird in einer dreiwerti-
gen Logik ein dritter Wahrheitswert eingefiihrt. Bei Lukasiewicz, der von einer erkennt-
nistheoretischen Fragestellung ausging, ist die beabsichtigte Bedeutung in etwa: ,,nicht
bewiesen, aber auch nicht widerlegt, und kann als m (,,moglich*) gelesen werden. In-
terpretationen, die £.3 in der Informatik anwenden, lesen den dritten Wahrheitswert als
u fiir ,,unbekannt®. Fiir die logischen Junktoren A (,,und*) und V (,,oder*) gelten dann
die folgende Wahrheitstafeln:

ANl u w \/‘fuw
f|f £ £ fl|f u w

28
ulf u u ujlu u w (28)
w|f u w W W W W

Es gibt zwei verschiedene Negationen, die starke Negation — und die schwache Negati-

2Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1581-1638), franzosischer Mathematiker
3Jan Lukasiewicz (1878-1956), polnischer Mathematiker und Logiker; Erfinder der ,,Polnischen No-
tation
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on ~, definiert durch die Vorschriften

X X

(29)

S 2 |
S 2 k|

W W
u W
f f

Ublicherweise werden fiir die Wahrheitswerte die Zahlwerte O (fiir £), 1 (fiir w) und 1/2
(fiir m bzw. u) verwendet. Ersetzen wir jedoch

(£f,u,w) < (1,0,1), (30)
so ergeben die obigen Wahrheits- und Negationstabellen

| x |~

€1y

0
0
0
1

oorlo
o |
o |
— o %
— o %

1 1
0 1
| |

Wir konnen also logische Operationen durch numerische Rechenoperationen ausdriicken:

x Ay =min(x,y), xVy=max(x,y), —xX = —x, ~x=1-—x—x% (32)

3.8 Vorteile des balanzierten Ternirsystems

Das balanzierte Ternidrsystem hat einige Vorteile gegeniiber anderen Stellenwertsyste-
men, insbesondere dem in Computern verwendeten Bindrsystem.

* Vorzeichenlosigkeit: Das Ternédrsystem benotigt zur Unterscheidung von positiven
und negativen Zahlen kein Vorzeichen. Das Vorzeichen einer Zahl wird einfach
durch den Wert ihres hochstwertigen Trits bestimmt: ist es |, so ist sie positiv, ist
es |, so ist sie negativ. Dadurch wird ein Vergleich zweier Zahlen im balanzierten
Terndrsystem einfach ein lexikographischer Vergleich der Ziffern von links nach
rechts, wie bei einem Text.

* Einfache Subtraktion. Als eine der Konsequenzen der Vorzeichenlosigkeit wird
das balanzierte Dreierkomplement einfach durch Austauschen der Ziffern ] durch
| und umgekehrt gebildet. Damit ist die Subtraktion sehr leicht durchfiihrbar und
deutlich einfacher als im bindren oder dekadischen System [, S. 181f].

* Optimale Anzahl an Ubertrigen: GeméB den Tabellen (24)) liefert die einstellige
Multiplikation wie im Binérsystem keinen Ubertrag, die Addition nur zwei dual
symmetrische (fir | + | = [lund | + ] =1)).

» Einfache Rundung: Das Runden zur ndchsten ganzen Zahl ist im balanzierten Ter-
nirsystem identisch mit dem Abschneiden der Nachkommastellen. Zum Beweis
betrachten wir die Entwicklungen x = 0,1 ... und y = 0, ..., wobei ,,...“ eine
beliebige Folge von Ziffern € {|, 0, |} darstellt, jedoch nicht die periodischen Ter-
nérbriiche | (= %) oder | (= —%). Dann folgt x < % und y > —%, also Abschneiden
= Runden.
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» Technische Implementierbarkeit: Das balanzierte Ternédrsystem kann ganz natiir-
lich durch elektrische Signale implementiert werden, denn ein elektrisches Po-
tential kann entweder negativ, neutral oder positiv sein. Bereits heute wird in der
Nachrichtentechnik zur Dateniibertragung iiber elektrische Kabel mit dem drei-
wertigen Codierverfahren MLT-3 (Multilevel Transmission Encoding - 3 levels)
(im Fast Ethernet Standard 100-Base-TX) gearbeitet, das ternidre Signale mit drei
Spannungspegeln (—,0,+) verarbeitet (... wenn auch nur zur Codierung bindirer
Signale [2 S.94]). In den 1950er Jahren wurde an der Staatsuniversitit Moskau
unter der Leitung des bedeutenden Mathematikers S. L. Sobolew (1908-1989)
sogar ein Computer namens Setun [L3] gebaut, der auf dem balanzierten Ternir-
system basierte. Der Rechner wurde nach dem Bach Setun nahe der Universitit
benannt.

» Okonomischstes Zahlsystem: Mathematisch ist jede natiirliche Zahl als Basis (engl.
radix) fiir ein Zahlsystem geeignet. Je kleiner allerdings die Basis ist, desto mehr
Stellen werden fiir eine gegebene Zahl bendtigt, und je groBer sie ist, desto mehr
Symbole werden fiir ihren Zeichenvorrat gebraucht. Nimmt man als Kennzahl fiir
die ,,okonomischen Kosten eines Zahlsystems das Produkt c¢,,(») = bw der An-
zahl b seiner Ziffern mit der festen ,,.Ldnge* w = Anzahl Stellen einer Zahl, so
kann man die Kosten c,,(b) durch Variation der Basis » minimieren unter der Ne-
benbedingung b" = const. Diese Nebenbedingung bewirkt, dass der Wertebereich
b", also die Anzahl aller darstellbaren Zahlen der Linge w fiir alle betrachteten
Basen gleich bleibt. Nimmt man behelfsweise an, dass b, w € [1,0) sich stetig
verandern konnen, so erhélt man die minimalen Kosten fiir b, = e ~ 2,71828, die
Eulersche Zahl [3]. Da nun 3 die zu e nichste ganze Zahl ist, sind das gewohnliche
und das balanzierte Ternédrsystem die unter diesem Kostenbegriff 6konomischsten
Zahlsysteme. Beriicksichtigt man auBerdem die technische Implementierbarkeit,
so ist wegen der einfacheren Subtraktion infolge der Einsparung eines Vorzei-
chens so ist das balanzierte Ternédrsystem das effizienteste Zahlsystem iiberhaupt.

4 Diskussion

Wir haben in diesem Aufsatz einen Uberblick iiber das gewohnliche und das balanzierte
Terndrsystem und deren wichtigsten Eigenschaften gewonnen. Es wurde gezeigt, dass
das balanzierte Terndrsystem die effizienteste Zahldarstellung in der Mathematik ist.
Wie so manches Mal in der Geschichte hat sich jedoch auch hier nicht die beste der
moglichen Losungen durchgesetzt, sondern diejenige, die als erste bekannt war: im all-
taglichen Bereich das von indischen Mathematikern im siebten Jahrhundert entwickelte
Dezimalsystem und im technischen Bereich das durch Leibnif 1703 eingefiihrte Bi-
ndrsystem [1]. Trefflicher als es der Wiener Mathematiker Rudolf Taschner formuliert
hat, kann dieser Aufsatz nicht enden:

,,Man kann iiber die Chancen der Durchsetzbarkeit des [balanzierten] triadischen
Systems wegen seiner unbezweifelbaren Vorteile gegeniiber dem dekadischen System
spekulieren, wenn es Leibniz entdeckt [...] hitte. [...] Sicher hitte das triadische Sys-

4 Gottfried Wilhelm Leibniz (1703): ,,Explication de I’ Arithmétique Binaire®, Histoire de I’Academie
Royale des Sciences 1703, veroffentlicht in Paris 1705
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tem Generationen von Schiilerinnen und Schiilern myriadenfach begangene Vorzeichen-
fehler erspart, die wohl ldstigsten Stolpersteine des Mathematikunterrichts, die so man-
chem jungen Menschen das Rechnen zur Qual machen. Die Geschichte hat anders ent-
schieden. Mehr als 300 Jahre nach Leibniz ist es leider aussichtslos, wollte man mit dem
triadischen System gegen das iiber Jahrhunderte tradierte dekadische System ankdmp-
fen.”“ [S] S. 182]
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