Vektor— und Matrixnormen voriesung vom 22.1.21
Grundlagen:
Matrix—Vektor— und Matrixprodukt. Lineare Raume. Beispiele.

Problem:
Berechne die Lésung x von Ax = b zu gegebenem A € R™"™ und b € R".

Ziele: Konditionsanalyse dieses Problems, Stabilitatsanalyse des GauBschen Algorithmus.

Normen auf linearen Raumen:
Motivation: Erweiterung des Betrags von R auf R" und R™".

Definition: Axiomatisierung des Langenbegriffs. Beispiele: || - ||,, 1 < p < oo, auf R™.
Zu einer gegebenen Vektornorm || - || gehorige Matrixnorm:
Az
|A||;r = max |Az] : AeR™ .
zeR1 || z]|
x#0
Beispiel: Zur Maximumsnorm || - || gehort die Zeilensummen-Norm.

Definition: Konvergenz in linearen Raumen.

Satz: Die Konvergenz in R™ und R™" ist dquivalent zur komponentenweise Konvergenz.
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Normen

Definition 8.1 Es sei V' ein linearer Raum iiber R. Eine Abbildung
l-|: V=R
heiBt Norm, falls fiir alle z,y € V und a € R gilt

zf =20, zl=0s2=0,

ar|| = |af ||| (Homogenitat) |,

~—~~ ~~
w N =
~— ~— ~—

r+yl| < |zl + [y (Dreiecksungleichung) .

Das Paar (V.|| - ||) heiBt normierter Raum.
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Beispiele: Vektornormen

r=(z;), eV =R"

" 1/2
Euklidische Norm: 2|2 = (Z %2)

Maximumsnorm (oo—Norm): ||z||cc = max |
= n

o g
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Die zu einer Vektornorm gehorige Matrixnorm

Definition 8.8 Es sei || - || eine Vektornorm auf R™. Dann ist durch

A
HMW:mMHw,
zeR" ||z
x7#0

AeR™™,

die zugehorige Matrixnorm || - || a7 definiert.

Bemerkung: Fiir zugehorige Matrixnormen gilt

® || - ||as ist eine Norm.

o [[Az]| < [|Aflar [lz]]

o |AB||m < ||Allam || Bl|lam VA, B € R™", (Submultiplikativitat)
e Die Norm der Einheitsmatrix I ist ||I||a = 1.
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Die zur Maximumsnorm gehorige Matrixnorm

Satz 8.10 (Zeilensummennorm) Die Matrixnorm

| Az]] -
[Alloe = max =20 == = max > lagl, A= (ag)im € R,
x#0 > g=1
gehort zur Maximumsnorm || - ||o, auf R™.

Y, O\
N (€ | -
Freie Universitat (| 8)2 Berlin

CoMa |



Konvergenz in normierten Raumen

Definition 8.4 Es sei (V|| -||) ein normierter Raum und (x(”))yéN C V eine
Folge. Die Folge heiBt konvergent gegen = € V, also

V) g vV — 00 ,

falls
|z — 2| =0, vV — 00 .
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Konvergenz von Vektoren und Matrizen

Konvergenz in V = R"™ mit beliebiger Norm (!):

(x(”))yeNCR”%xGR” — ZC(-V)%ZCZ',’L'ZL...,TL

1

4 o
Freie Universitit %’Q@) ¥ Berlin
S

CoMa |

ERSTL



Konvergenz von Vektoren und Matrizen

Konvergenz in V = R"™ mit beliebiger Norm (!):

(x(”))yeNCR”%xGR” — ZC(-V)%ZCZ',’L'ZL...,TL

1

Konvergenz in V = R™" mit beliebiger Norm (!):

(A(”))VGNCR”’”ﬁAER" — ag)%aij;, 1=1,...,n
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Konvergenz von Vektoren und Matrizen

Konvergenz in V = R"™ mit beliebiger Norm (!):

(x(”))yeNCR”%xGR” — x(y)%xi,izl,...,n

1

Konvergenz in V = R™" mit beliebiger Norm (!):

(A(”))VGNCR”’”AAER" — ag)%aij;, 1=1,...,n

Folgerung: R"™ und R™™ sind vollstandig.
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Lineare Gleichungssysteme

n = 3 lineare Gleichungen fiir n = 3 Unbekannte:

r1 + 4332 + 7563 = 5
2r17 + dx9 + 8xr3 = -1
3331 + 6%2 + 10333 = 0
Matrixschreibweise:
1 4 7 T1 5
2 9 8 9 = —1
3 6 10 T3 0
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Existenz und Eindeutigkeit

Satz 9.1 Die Koeffizientenmatrix A € R™"™ heiBt regular, falls

T40 — Ar#0 VeeR”

andernfalls singular.
Ist A regulir, so existiert eine eindeutig bestimmte Inverse A=! € R™" von
A mit der Eigenschaft

AA T =A"1A=T,

und das lineare Gleichungssystem
Ax =b

hat fiir jede rechte Seite b € R" eine eindeutig bestimmte Lésung z = A~ 1.
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Kondition

Problem:

Berechne x € R" aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R™", b € R"
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Kondition

Problem:

Berechne x € R" aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R™", b € R"

aquivalentes Problem:

Auswertung von z = f(A,b) = A~1b € R" fir A € R»", b € R"

Losungsoperator:  f(A,b) = A71b  nicht explizit gegeben

Auswirkung von Eingabefehlern A ~ A, b ~ b auf das Ergebnis &

N & |
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FehlermaBe

normweiser absoluter Fehler:
“17__:%||7 1%2% GEEQn

Beispiel:
r=(0.5,123)1, 7 =(1,100)1, |2 — Z||cc = max{0.5, 23} = 23
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FehlermaBe

normweiser absoluter Fehler:
“17__:%||7 1%2% GEEQn

Beispiel:
r=(0.5,123)1, 7 =(1,100)1, |2 — Z||cc = max{0.5, 23} = 23

normweiser relativer Fehler:

Beispiel:

r=(05123)", &= (1,100)7, lizplee — maxifi2 230~ 0 186

Y O\
N (€ | -
Freie Universitat (| 8)2 Berlin

CoMa |



Die Kondition einer Matrix

Definition 9.2 Sei A € R™™. Ist A eine regulare Matrix, so heiBt
K(A) = [JA[[][A7]

Kondition von A. Ist A singular, so wird k(A) = oo gesetzt.

Bemerkung: Es gilt

o K(A) > 1lund k(1) =1
o K(AB) < k(A)r(B)
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Beispiel: Differenzenverfahren fiir ein Randwertproblem

- i—1+2U¢—Ui+1:h2f(£Ci), izl,...,n, hzl/(n+1)

5% 10° Steifigkeitsmatrix
5
(2 -1 0 ... o\
-1 2 -1 --. ; 4
An: 0 . . 0 c R™" %3
-1 2 -1 ?
2
\ 0 0 -1 2 |
1l
% 200 400 ) 600 800 1000

Kondition:  keo(Arn) = || Anllec|| A7 oo

S,
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Beispiel: Massenmatrix (Bestapproximation)

Massenmatrix

10

1 0 0 \ 8
4 1 :

- 0 [ er™™ g°

1 4 1 4
0 1 4

) 1

00 260 460 660 860 1000

n

Kondition:  keo(M,) = || M| ool M, | s

. . )| i
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Auswirkungen von Storungen der rechten Seite b

Losungsoperator:  f : R™ — R™ definiert durch z = f(b) = A~'b, b € R"

Definition:  Die relative Kondition ko, der  Auswertung  des
Losungsoperators f an der Stelle b ist die kleinste Zahl mit der Eigen-
schaft

le =3l _If®) = fB . Jo=bl
I o = ey et

Ist dies fir keine reelle Zahl k.1, richtig, so wird ke, = 00 gesetzt.
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Auswirkungen von Storungen der rechten Seite b

Satz 9.4 Sei x die Loésung von Ax = b, b # 0, und T die Lésung des

gestorten Systems )
AT =0
mit beliebigem b € R™. Dann gilt
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Auswirkungen von Storungen der rechten Seite b

Satz 9.4 Sei x die Loésung von Ax = b, b # 0, und T die Lésung des
gestorten Systems )

AT =0
mit beliebigem b € R™. Dann gilt

Es existieren rechte Seiten b, b C R™, so daB in dieser Abschatzung Gleichheit
vorliegt.

Folgerung:  Krelp = K(A)
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Numerisches Beispiel: Storung von b

exaktes System: Ax =b

1 —300 —100 —3990 10
A=1-300 300 —100 b= | —1000 x= |10
—100 —100 —99.9 —2999 10
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Numerisches Beispiel: Storung von b

exaktes System: Ax =1b

1 —300 —100 —3990 10
A=1-300 300 —100 b= | —1000 x= |10
—100 —100 —99.9 —2999 10

auf 3 Stellen gerundete rechte Seite: A% = b

~[/—3990
b= | —1000
~3000
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Numerisches Beispiel: Storung von b

exaktes System: Ax =1b

1 —300 —100 —3990 10
A=1-300 300 —100 b= | —1000 x= |10
—100 —100 —99.9 —2999 10

auf 3 Stellen gerundete rechte Seite: A% = b

[ —3990 11.2
b= | —1000 10.6
~3000 8.17

=
I
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Numerisches Beispiel: Storung von b

exaktes System: Az =b koo(A) = 2.5-103

1 —300 —100 —3990 10
A=1-300 300 —100 b= | —1000 x= |10
—100 —100 —99.9 —2999 10

auf 3 Stellen gerundete rechte Seite: A% = b

[ —3990 11.2
b= | —1000 10.6
~3000 8.17

=
I
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Storungen der Koeffizientenmatrix A

gestortes System: A7 =b, AcRwn

Existiert eine eindeutig bestimmte Losung x 7

Beispiel (schleifender Schnitt):
regulare Matrix A:

—1 1
4= (—1 1+ 5)
Runden im Falle € < eps:

A=rd(A) = (:1 1) singular!

L2
A
Lo =1 1
ro — 1—}—5$1
- :Ijl
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Kleine Storungen erhalten die Regularitat

Lemma 95 Essei C € R™™ und ||C|| < 1.
Dann ist I — C' regular, und es gilt

I-C) " =1+ Z C* (Neumannsche Reihe).

Freie Universitat S‘L“) @ Berlin
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Kleine Storungen erhalten die Regularitat

Lemma 95 Essei C € R™™ und ||C|| < 1.
Dann ist I — C' regular, und es gilt

I-C) " =1+ Z C* (Neumannsche Reihe).

Folgerung:

A — A 1 o
< — [|[A-A]||IA7| <1
T <mp = A= AllaT

— A regular!

R & |
g
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Auswirkungen von Storungen der Koeffizientenmatrix A

Satz 9.6 Sei x die Losung von Axr = b, b # 0, und T die Loésung des

gestorten Systems )
Az =10
mit A € R™" und ||A — A||||A~Y|| < 1. Dann gilt

lz — Z| |A— Al
1A]]

+o(A—AJ).

Y, O\
N (€ | -
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Auswirkungen von Storungen der Koeffizientenmatrix A

Satz 9.6 Sei x die Losung von Axr = b, b # 0, und T die Loésung des
gestorten Systems )

AT =0
mit A € R™" und ||A — A||||A~Y|| < 1. Dann gilt

A— Al

\
<~

+o(A—AJ).

~

Es existieren Koeffizientenmatrizen A, A € R™"™ so daB in dieser
Abschatzung Gleichheit vorliegt.

Freie Universitat [ erlin
LS
W

CoMa |



Auswirkungen von Storungen der Koeffizientenmatrix A

Satz 9.6 Sei x die Losung von Axr = b, b # 0, und T die Loésung des
gestorten Systems )

AT =0
mit A € R™" und ||A — A||||A~Y|| < 1. Dann gilt

A— Al

\
) ]

+o(A—AJ).

~

Es existieren Koeffizientenmatrizen A, A € R™"™ so daB in dieser
Abschatzung Gleichheit vorliegt.

Beweis: Skript
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Numerisches Beispiel: Storung von A

exaktes System: Ax =b

1 —300 —100 —3990 10
A=1-300 300 —100 b= | —1000 x= |10
—100 —100 —99.9 —2999 10
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Numerisches Beispiel: Storung von A

exaktes System: Ax =1b

1 —300 —100 —3990 10
A=1|-299 300 —100 b= | —1000 x= |10
—100 —100 —99.9 —2999 10
gerundete Koeffizientenmatrix: A% = b, A7 | ||A — Aljoe = 0.3672
) 1 —300 —100
A=1|-300 300 —100

—100 —100 —100
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Numerisches Beispiel: Storung von A

exaktes System: Ax =1b

1 —300 —100 —3990 10
A= |-300 300 —100 b= | —1000 x= |10
—100 —100 —99.9 —2999 10
gerundete Koeffizientenmatrix: A% = b, A7 | ||A — Aljoe = 0.3672
) 1 —300 —100 8.5
A= |-300 300 —100 x=19.2
—100 —100 —100 12
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Numerisches Beispiel: Storung von A

exaktes System: Az =b koo(A) = 2.5-103

1 —300 —100 —3990 10
A= |-300 300 —100 b= | —1000 x= |10
—100 —100 —99.9 —2999 10
gerundete Koeffizientenmatrix: A% = b, A7 | ||A — Aljoe = 0.3672
) 1 —300 —100 8.5
A= |-300 300 —100 x=19.2
—100 —100 —100 12
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Auswirkungen von Storungen von A und b

Satz 9.7 Sei x die Loésung von Ax = b, b # 0, und T die Lésung des
gestorten Systems ) )

AT =0
mit A € R™" und |A — A|| < [|[A~Y|~" sowie b € R™. Dann gilt

Iz — 7 A=A |b—b] ) i
o<ty (A B2 oga - g -

Es existieren rechte Seiten b, b € R™ und Koeffizientenmatrizen A, Ac
R™™, so daB in dieser Abschatzung Gleichheit vorliegt.
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Auswirkungen von Storungen von A und b

Satz 9.7 Sei x die Loésung von Ax = b, b # 0, und T die Lésung des
gestorten Systems ) )

AT =0
mit A € R™" und |A — A|| < [|[A~Y|~" sowie b € R™. Dann gilt

|z — || |A—A| ||b—b| - ~
o<ty (A B2 oga - g -

Es existieren rechte Seiten b, b € R™ und Koeffizientenmatrizen A, Ac
R™™, so daB in dieser Abschatzung Gleichheit vorliegt.

Beweis: Ubung
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Numerisches Beispiel: Storung von A und b

exaktes System: Ax =b

1 —300 —100 —3990 10
A=1-300 300 —100 b= | —1000 x= |10
—100 —100 —99.9 —2999 10

gerundetes System: A% = b

) 1 —300 —100 —3990
A=1-300 300 —100 —1000
—100 —100 —100 —3000

S
|

CoMa |



Numerisches Beispiel: Storung von A und b

exaktes System: Az =b koo(A) = 2.5-103

1 —300 —100 —3990 10
A=1-300 300 —100 b= | —1000 x= |10
—100 —100 —99.9 —2999 10

gerundetes System: AF = b

) 1 —300 —100 —3990 10
A=1-300 300 —100 —1000 x 10
—100 —100 —100 —3000 10

S
I
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