Darstellung rationaler und reeller Zahlen voriesung vom 20.11.20

Rationale Zahlen:

Rationale Zahlen als Briiche ganzer Zahlen.

g-adische Briiche, periodische g-adische Briiche. Beispiele.

Satz: Jede rationale Zahl ist als periodischer g-adischer Bruch darstellbar.

Eindeutigkeit durch 0, 9 statt 1.

Praktische Realisierung: Dynamische Ziffernanzahl. Aufwand pro Addition proble-
mabhangig. (Hauptnenner, Kiirzen).

Reelle Zahlen:

Reelle Zahlen als unendliche g-adische Briiche.
Satz: R ist nicht abzadhlbar. Folgerung: Es gibt keine Zifferndarstellung von R.
Konsequenz: Numerisches Rechnen mit reellen Zahlen ist nicht moglich!

Festkommazahlen:
Absoluter und relativer Fehler. Beispiele.
Definition von Festkommazahlen und Gleitkommazahlen. Beispiele.
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Festkommazahlen

n—1

. 7
Zpn12n-2°""20,4-1" " Zem = E Zi q', 2z €{0,...,q—1}.

¢ = m + n Stellen verfiigbar; n, m € N fest gewahlt.
Beispiel: ¢ =10,/ =4, n=3, m=1

r = 0,123, Runden: £ = 0,1 relativer Fehler: |z — Z|/|x| =~ 0.2

x = 123, exakt darstellbar: £ = 123  relativer Fehler: |x — z|/|z| = 0

Folgerung:
Im Sinne einer optimalen Stellenausnutzung n, m variabel halten!
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Gleitkommazahlen G(/, q)

Definition: (Gleitkommazahlen) Jede in der Form

T=(-1)%a-q° (1)
mit Vorzeichenbit s € {0, 1}, Exponent e € Z und Mantisse a = 0 oder

14

a:O,al"'afzza’iq_i) aiE{O,...,q—l},al#O,
1=1

darstellbare Zahl = heiBt Gleitkommazahl mit Mantissenlange ¢ € N, £ > 1.
Die Menge all dieser Zahlen heiBt G(q, ¢).

Die Darstellung (1) heiBt normalisierte Gleitkommadarstellung.
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Approximation durch Runden

normalisierte Darstellung:
x=a"q°, eel, ¢ t<a <1

unendlicher g-adischer Bruch:

©.@)
a*:O,alago'ﬂgaHl...:g aiq ', a;€40,...,q—1}
i=1
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Approximation durch Runden

normalisierte Darstellung:
x=a"q°, eel, ¢ t<a <1

unendlicher g-adischer Bruch:

(©.@)
a* =0,a1 as---ay ag+1...:2aiq_", a; € {0,...,q—1}
i=1

Runden: & =rd(x) := aq®
¢ iy 0 falls ap1 1 < %q
“= Z aiq "+ 1
P q falls a1 > 59
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Fehlerabschatzung: Absoluter Fehler

Satz: Zu jedem N € N gibt es ein z € R, so dal3

2 —rd(2)] > ¢" .
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Fehlerabschatzung: Absoluter Fehler

Satz: Zu jedem N € N gibt es ein z € R, so dal3
[z —rd(z)| > ¢" .

Beweis:

Wihle z = 0, 21 - - - 2¢ 241 - ¢ mit 21, 2041 # 0 und N € N.
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Fehlerabschatzung: Absoluter Fehler

Satz: Zu jedem N € N gibt es ein z € R, so dal3
[z —rd(z)| > ¢" .

Beweis:

Wihle z = 0, 21 - - - 2¢ 241 - ¢ mit 21, 2041 # 0 und N € N.

Der absolute Rundungsfehler kann beliebig groB8 werden.

Q,/A\\:y._
&\
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Fehlerabschatzung: Relativer Fehler

Satz: Es sei ¢ eine gerade Zahl. Dann gilt

|z —rd(z)

]

<17 =: eps(q, ¢) VeeR, ©#0.

Die Zahl eps(q, £) heiBt Maschinengenauigkeit.
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Fehlerabschatzung: Relativer Fehler

Satz: Es sei ¢ eine gerade Zahl. Dann gilt

|z —rd(z)

]

<17 =: eps(q, ¢) VeeR, ©#0.

Die Zahl eps(q, £) heiBt Maschinengenauigkeit.

Beweisskizze: O.B.D.A. z > 0. Aufrunden: ay,1 > %q
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Fehlerabschatzung: Relativer Fehler

Satz: Es sei ¢ eine gerade Zahl. Dann gilt

|z —rd(z)

]

Die Zahl eps(q, £) heiBt Maschinengenauigkeit.

Beweisskizze: O.B.D.A. z > 0. Aufrunden: ay,1 > %q

L = O) a1ag - - apap41... - qe) ai # 0

<17 =: eps(q, ¢) VeeR, ©#0.
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Fehlerabschatzung: Relativer Fehler

Satz: Es sei ¢ eine gerade Zahl. Dann gilt

|z —rd(z)

]

Die Zahl eps(q, £) heiBt Maschinengenauigkeit.

Beweisskizze: O.B.D.A. z > 0. Aufrunden: ay,1 > %q

r = 0,a1a2 - -aap41...-q¢%, a1 #0

rd(z)

(0,a1az---ag+q~*) - ¢°

<17 =: eps(q, ¢) VeeR, ©#0.
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Fehlerabschatzung: Relativer Fehler

Satz: Es sei ¢ eine gerade Zahl. Dann gilt

|z —rd(z)

]

Die Zahl eps(q, £) heiBt Maschinengenauigkeit.

Beweisskizze: O.B.D.A. z > 0. Aufrunden: ay,1 > %q

r = 0,a1a2 - -aap41...-q¢%, a1 #0

=
=
g
|

(0,a1az---ag+q~*) - ¢°

<17 =: eps(q, ¢) VeeR, ©#0.
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Fehlerabschatzung: Relativer Fehler

Satz: Es sei ¢ eine gerade Zahl. Dann gilt

|z —rd(z)

]

Die Zahl eps(q, £) heiBt Maschinengenauigkeit.

Beweisskizze: O.B.D.A. z > 0. Aufrunden: ay,1 > %q

L = O) a1ag - - apap41... - qe) ai # 0
rd(z) = (0,a1az---ap+q~ %) - q°
o—rd@] _ (¢~ apag ) ¢
] N gt g

<17 =: eps(q, ¢) VeeR, ©#0.
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Fehlerabschatzung: Relativer Fehler

Satz: Es sei ¢ eine gerade Zahl. Dann gilt

|z —rd(z)

]

<17 =: eps(q, ¢) VeeR, ©#0.

Die Zahl eps(q, £) heiBt Maschinengenauigkeit.

Beweisskizze: O.B.D.A. z > 0. Aufrunden: ay,1 > %q

r = Oaafla@"'afa’ﬁ—i-l"' 'qea ay # 0
rd(z) = (0,a1a2---ap+q ") ¢°
[z —rd(z)] < (7" — apsr1g ) - ¢ < q " — %q g~ Y
x| B gt q° - q!
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Fehlerabschatzung: Relativer Fehler

Satz: Es sei ¢ eine gerade Zahl. Dann gilt

|z —rd(z)]

]

Die Zahl eps(q, £) heiBt Maschinengenauigkeit.

Beweisskizze: O.B.D.A. z > 0. Aufrunden: ay,1 > %q

<17 =: eps(q, ¢) VeeR, ©#0.

r = Oaafla@"'afa’ﬁ—i-l"' 'qea ay # 0
rd(z) = (0,a1a2---ar+q7%) - ¢°
|z — rd(x)] - (q_e — ae+1q_(£+1)) - q° < gt — %q gD !
|z N ¢ q° N q?
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Maschinengenauigkeit

Der relative Rundungsfehler ist durch eps(q, £) beschrankt.

Mantissenlange ¢ <= / giiltige Stellen <= eps(q,¥) = %q‘“‘”

é@,@
2
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Praktische Realisierung

endlicher Exponenten-Bereich:
S {emiIU €min + 17 «++yCmax — 17 emax} C Z
endlicher Zahlen-Bereich:
L e emin—l < < 1 . —0\ emax __.
Lmin -— ( = |ZB| = ( q )q =. Tmax

T < Tmin. underflow oder x = 0

T > Tmax. overflow oder x = NalN

B
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IEEE 754 - Standard

float | double

Lange in Bits 32 64
Vorzeichen s

Bits 1 1
Exponent e

Bits 8 11
Mantisse a

Bits 23 52
Maschinengenauigkeit eps 6,0 - 108 1,1 .10~ 16

€min - 126 - 1022

emax 128 1024

Zmin 1,2-10738% | 2,2.107308

rmax 3,4.10138 | 1,8.101308
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Zahlenmengen statt Zahlen
Menge aller Approximationen = auf £ giiltige Stellen im g-System:

rd(z) e {z eR |z =2(1+¢), || <eps(q,?)}, recR

Menge aller x € R, die auf £ = rd(z) € G(q, ) gerundet werden:

R(Z)={xeR |z =rd(x)}, z € G(q, )
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Zahlenmengen statt Zahlen
Menge aller Approximationen = auf £ giiltige Stellen im g-System:

rd(z) e {z eR |z =2(1+¢), || <eps(q,?)}, recR

Menge aller x € R, die auf £ = rd(z) € G(q, ) gerundet werden:
R#@) ={zeR|z=1d(z)}, 7e€G(g0?)

Satz: Es sei ¢ eine gerade Zahl und

T=aq €G(q,l), q'<aga---a<1.

Dann gilt R(z) = [ a(Z), B(Z) ) mit
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Gleichheits-Abfragen von Gleitkomma-Zahlen

Folgerung:  Die Abfrage if ¥==§ mitz, y € G(q,¥) ist sinnlos!

T=9 #= w=y, T=r1d(z),y=rd(y)
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Gleichheits-Abfragen von Gleitkomma-Zahlen

Folgerung:  Die Abfrage if ¥==§ mitz, y € G(q,¥) ist sinnlos!

T=9 #= w=y, T=r1d(z),y=rd(y)

umgekehrt: z = y = rd(x) = rd(y) aber

r=a+0b, y=x I=rd(a)+rd(d), §=r1d(z) ~—

SR
|
<
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Gleichheits-Abfragen von Gleitkomma-Zahlen

Folgerung:  Die Abfrage if ¥==§ mitz, y € G(q,¥) ist sinnlos!

T=9 #= w=y, T=r1d(z),y=rd(y)

umgekehrt: z = y = rd(x) = rd(y) aber

r=a+b y=x z=rd(a)+rd(h), g=1d(z) A= IT=7

Gleichheits-Abfragen von Gleitkomma-Zahlen verboten!
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Praxisbeispiel
Aufgabe: Plotten Sie

r — T

f(z)={ sin()

—1 falls sin(z) =

falls sin(x) #

0
J:E[%W,%W]
0

function tumbplot(n)

h=pi/n;
for i=1:n+1
x(i) = pi/2 + (i-1)x*h;
if (sin(x(i))==0) y(i) = -1;
else y(i) = (x(i)-pi)/sin(x(i)); end;
end;
plot(x,y);
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Was ist passiert?

-0.9

-0.21-

~0.4

-0.6

-0.81

Das Ergebnis von TumbPlot fiir n = 5 und n = 10.

sieche Abschnitt 5.3.6 im Skript
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Gleichheits-Abfragen von Gleitkomma-Zahlen

Folgerung:  Die Abfrage if ¥==§ mitz, y € G(q,¥) ist sinnlos!

T=9 #= w=y, T=r1d(z),y=rd(y)

umgekehrt: z = y = rd(x) = rd(y) aber

r=a+b y=x z=rd(a)+rd(h), g=1d(z) A= IT=7

Gleichheits-Abfragen von Gleitkomma-Zahlen verboten!
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Algebraische Eigenschaften

Grundrechenarten fiihren aus G = G(q, ¢) heraus:
2,9€eGAHT+ye G, analog: —, -,/

Gleitkommaarithmetik:

~ ~

T+y =rd(z+y), =

~ ~
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Algebraische Eigenschaften

Grundrechenarten fiihren aus G = G(q, ¢) heraus:
2,9€eGAHT+ye G, analog: —, -,/

Gleitkommaarithmetik:

~ ~

T+y =rd(z+y), =

~ ~

j=rd(i—g), T%j=1d(F5), FG=1d(@:§), §#0

Die Folge:

Die Gleitkommazahlen mit Gleitkommaarithmetik sind kein Korper.

., % nicht assoziativ, nicht distributiv, i.a. kein Inverses bzgl. *
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Computer konnen nicht rechnen!

Aquivalente Umformungen in R sind in Gleitkommaarithmetik nicht dquivalent.

| il
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Computer konnen nicht rechnen!

Aquivalente Umformungen in R sind in Gleitkommaarithmetik nicht dquivalent.

Beispiele:

keine binomische Formel:

(a+b)*(a+b)#a*a+2%a*b+bx*b

& |
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Computer konnen nicht rechnen!

Aquivalente Umformungen in R sind in Gleitkommaarithmetik nicht dquivalent.

Beispiele:

keine binomische Formel:
(a+b)*(a+b)#a*a+2%a*b+bx*b
kein Assoziativgesetz:

(a¥a+2%a*b)+b% #a*xa+ (2%a*b+ b3b)

e\
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Computer konnen nicht rechnen!

Aquivalente Umformungen in R sind in Gleitkommaarithmetik nicht dquivalent.

Beispiele:

keine binomische Formel:
(a+b)*(a+b)#a*a+2%a*b+bx*b
kein Assoziativgesetz:

(a¥a+2%a*b)+b% #a*xa+ (2%a*b+ b3b)

It is hard, but it's harder to ignore it cat Stevens

Q,/A\\:y._
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Ausblick: Kondition

Auswirkung von Eingabefehlern auf das Ergebnis
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