Kondition: Anwendungen  voresung vom 11.12.20
Kondition nichtlinearer Gleichungen:
Problem: Finde x™, so dass g(z™) = y*

Definition der absolute Kondition Kgps:
Auswirkung von Fehlern in der rechten Seite y* auf die Losung

Satz:

Hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von g~ *

in einer Umgebung von y~.
Aquivalentes Problem: Auswertung der Umkehrfunktion g~—* an der Stelle y*
Satz: kabs = [(g7 ) (y")| = g (z") |

Definition und Berechnung der relativen Kondition: klar!
Grenzen der Genauigkeit

Ronaldinhos Kondition

Freie Universitat ﬁi’
S
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Kondition

Auswirkung von Eingabefehlern auf das Ergebnis:

CCCCC



Kondition

Auswirkung von Eingabefehlern auf das Ergebnis:

Eingabefehler Auswirkung auf das Ergebnis

Die Kondition ist eine Eigenschaft des Problems!




Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Problem:  Auswertung von f(z) = x° + 12a*z — 6ax? — 8a*
an der Stelle o = 10 000 000 fiir a = 4 999 999.

& |
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Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Problem:  Auswertung von f(x) = 2® + 12a%2z — 6ax® — 8a®
an der Stelle g = 10 000 000 fiir a = 4 999 999.

>> a = 4999999;

>> x = 10000000;
>> f = x73 + 12%a"2%x - 6%*a*xx"2 - 8*%a”~3
f =

393216

Freie Universitat ﬁ@ Berlin
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Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Problem:  Auswertung von f(z) = 23 + 12a*x — 6az® — 8a> = (x — 2a)?
an der Stelle o = 10 000 000 fiir a = 4 999 999.

>> a = 4999999;

>> x = 10000000;
>> f = x73 + 12*%a"2%x - 6*%axx"2 - 8*a”3
£ =

393216

>> f = (x-2%a)”3

Freie Universitat ﬁ@ Berlin
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Auswertung eines Polynoms mit Matlab
Problem:  Auswertung von f(z) = x° + 12a%x — 6ax® — 8a® = (z — 2a)?

an der Stelle g = 10 000 000 fir a = 4 999 999.

>> a = 4999999;

>> x = 10000000;
>> f = x73 + 12*%a"2%x - 6%*%a*xx"2 - 8*%a”~3
f =

393216

>> f = (x-2%a)”3

Freie Universitat ﬁ@ Berlin
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Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Problem:  Auswertung von f(z) = 2° + 12a*x — 6az? — 8a° = (x — 2a)”
an der Stelle g = 10 000 000 fir a = 4 999 999.

>> a = 4999999;

>> x = 10000000;
>> f = x73 + 12*%a"2%x - 6%*%a*xx"2 - 8*%a”~3
f =

393216

>> f = (x-2%a)”~3

8

Was ist hier schief gelaufen?

Freie Universitat @!E Berlin
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Erinnerung: Computer konnen nicht rechnen!

Aquivalente Umformungen in R sind in Gleitkommaarithmetik nicht dquivalent.

Beispiele:

keine binomische Formel:
(a+b)*(a+b)#a*a+2%a*b+bx*b
kein Assoziativgesetz:

(a¥a+2%a*b)+b% #a*xa+ (2%a*b+ b3b)

It is hard, but it's harder to ignore it cat Stevens

e\

% Berlin

Freie Universitat
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Algorithmen zur Funktionsauswertung
gegeben: f: I —-R, zgelI CR

Ein Algorithmus ist eine Zerlegung

f(xo) = gnogn_10---0g1(zo)

der Funktion f in elementare Funktionen ¢g;, 1 =1,...,n.

& |
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Algorithmen zur Funktionsauswertung
gegeben: f: I —-R, zgelI CR

Ein Algorithmus ist eine Zerlegung

f(xo) = gnogn_10---0g1(zo)

der Funktion f in elementare Funktionen ¢g;, 1 =1,...,n.
Beispiel:
f(xo) = axo+ b= g2 0 g1(wo) , g1(xo) = axo, g2(y)
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Algorithmen zur Funktionsauswertung
gegeben: f: I - R, xg € I CR

Ein Algorithmus ist eine Zerlegung

f(xo) = gnogn_10---0g1(zo)

der Funktion f in elementare Funktionen ¢g;, 1 =1,...,n.
Beispiel:
f(wo) = axo + b= g20gi(wo) , g1(wo) = axo, g2(y) =y +0

b b
f(xo) = axg+b=a (ZCQ + E) = hoohi(xg), hi(xg) = :B0+a . hao(y) = ay

CoMa |



Algorithmen zur Funktionsauswertung

gegeben: f: I —-R, zge I CR

Ein Algorithmus ist eine Zerlegung

f(xO) = dn°gn—-1©---0 gl(xO)

der Funktion f in elementare Funktionen g;, 1 =1,...,n.
Beispiel:
f(wo) = axo + b= ga0gi(wo) , g1(wo) = axo, go(y) =y +0

b b
f(xo) = axg+b=a (:CO + a) = hoohi(xg), hi(xg) = :B0+a . hao(y) = ay

Welcher Algorithmus ist besser?

CoMa |



Gleitkommarechnung

gegeben:  Ein Algorithmus

f(xO) = dn°gn—-1©---0 gl(xO)

zur Auswertung von f an der Stelle x.

Freie Universitét f E Berlin
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Gleitkommarechnung

gegeben:  Ein Algorithmus

f(xO) = dn°gn—-1©---0 gl(xO)

zur Auswertung von f an der Stelle x.

Realisierung im Rechner: Auswertungsfehler

F(x0) = GnoGn_10---0 gi(xo)

| il
Freie Universitdt %’Q E Berlin
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Gleitkommarechnung

gegeben:  Ein Algorithmus

f(x0) = gn o gn—10---0gi(xo)

zur Auswertung von f an der Stelle x.

Realisierung im Rechner: Auswertungsfehler

~

f(c‘f,ibo) = 0nO90Gn-19---0 gl(xO)
...durch Runden nach jeder Elementaroperation:

~

gi(y) = (1 +¢€:)gi(y), |ei|l < eps, i=1,...,n, e=(gq,...

Freie Universitat @@% Berlin
@
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Merksatz

Verschiedene Algorithmen fiihren zu verschiedenen Ergebnissen

Freie Universitat
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...aber welcher Algorithmus ist besser?

Algorithmus A:

f(iUO) = axg+ b= go 091(330) ) 91(550) = axo , 92(y) =y+0b

Algorithmus B:

b b
f(ﬂfo):axo-i—b:a(l’o-l—a):hzohl(l’o), hi(zo) =zt o . ha(y) = ay

CoMa |



Relative Stabilitdat: Auswirkung von Gleitkommarechnung
Bezeichnung: € = (€1,...,€,) gegeben. Wir setzen ||¢|| = max;—1 . |&i|-
Definition 7.4: Die relative Stabilitat o, des Algorithmus’

F(@0) = gu© gno1 0+ 0 g1(w0) # 0

gegeniiber Rundungsfehlern g;(y) = ¢:(y)(1 + &;), |ei| < eps,
ist die kleinste Zahl o, mit der Eigenschaft

f(z0) — f(e, z0)]
| f(z0)|

< oretle]| +o(l[]]) -

Liegt dies fiir keine reelle Zahl o, vor, so wird g,¢] = 00 gesetzt.

CoMa |



Stabilitat

Auswirkung von Stérungen der Elementarfunktionen auf das Ergebnis:

CCCCC



Stabilitat

N

ey // %

Die Stabilitat ist eine Eigenschaft des Algorithmus!

CCCCC



Beispiel

Problem: f(xzg) =1+ \/%(1 —cos(xg)), xop=2m

Algorithmus:  f(xg) = g3 © g2 © g1(x0)
gi(x) =cos(x),  golyr) =51 —w1),  g3(32) =14 %2

CoMa |



Beispiel

Problem: f(xzg) =1+ \/%(1 —cos(xg)), xop=2m
Algorithmus:  f(xg) = g3 0 g2 © g1(x0)
gi(x) =cos(z),  goly1) =5(1—w1),  g3(y2) =1+ %2

Runden der Zwischenergebnisse:

~

fle;x0) = gzog20gi(zo)

CoMa |




Beispiel

Problem: f(xzg) =1+ \/%(1 —cos(xg)), xop=2m

Algorithmus:  f(xg) = g3 0 g2 © g1(x0)
gi(x) =cos(z),  goly1) =5(1—w1),  g3(y2) =1+ %2
Runden der Zwischenergebnisse:

~

fle;x0) = gzog20gi(zo)

= (L+e) (T4 /(142

1-(1 +51)cos(27r))))

N
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Beispiel

Problem: f(xzg) =1+ \/%(1 —cos(xg)), xop=2m

Algorithmus:  f(xg) = g3 0 g2 © g1(x0)
gi(x) =cos(x),  golyr) =51 —w1),  g3(32) =14 %2
Runden der Zwischenergebnisse:

~

fle,x0) = gsogz0gi(xo)
— (1+e5) (1 + \/(1 +eo)(A(1 — (1 +e1) cos(zw))))
= (1+29) (141 +22)G(—=))

CoMa |



Beispiel

Problem: f(xzg) =1+ \/%(1 —cos(xg)), xop=2m

Algorithmus:  f(xg) = g3 0 g2 © g1(x0)
gi(x) =cos(z),  goly1) =5(1—w1),  g3(y2) =1+ %2
Runden der Zwischenergebnisse:

~

fle,x0) = gsogz0gi(xo)
— (1+e5) (1 + \/(1 +eo)(A(1 — (1 +e1) cos(zw))))
= (1+29) (141 +22)G(—=))

Nicht reell auswertbar fiir beliebig kleine ¢4 > 0: .0 = 00

CoMa |



Stabilitatsabschatzungen: Grundrechenarten
Satz 7.9: Es sei f(xg) # 0 sowie g(xg), h(xg) # 0 und

9(580) —gn°gn—-10+--0 91(180) ; h(iﬁo) = hpohpy_10---0 h1($0)

Algorithmen zur Auswertung von g(xq) und h(xg) mit der relativen Stabilitat
og4, op. Dann gilt jeweils

f(xo) = g(xo) + h(zg) orel < 1+ max{o,, o},
19(z0)| + |A(z0)]

max{o,, on} ,

f(xO) — g<£U0> — h(ﬂ?()) . Orel < 1+ ‘g($0> — h(CUO)‘
f(xo) = g(xo) - h(xg) orel < 1+ 2max{o,, o},
f(xo) = g(xg)/h(xp) : Orel < 1+ 2max{o,, o},

wobei in den ersten beiden Fillen g(xg), h(zg) > 0 vorausgesetzt ist.

CoMa |



Stabilitatsabschatzungen: Skalare Elementarfunktionen g;

Satz 7.8: Es bezeichne k; die relative Kondition von g; an der Stelle y;_1,
und es sei

f(xo) = gno---o0g1(xo) , vi = 09i(yi—1), t=1,...,n, Yo = Xo -

Dann gilt

0r61§1+z H Ki =1+ Kkn(1+Kp1(T4+ ... k3(1+K2)...)).
j=1i=j+1

CoMa |



Stabilitdtsabschatzung: Induktionsanfang (n = 1)

trivialer Algorithmus:  Sei

f(zo) = gi(wo) und  f(g,20) = Gi(mo) = (1+¢€) f(o)

Dann gilt
Orel = 1

Beweis:

~

[f (o) — fle,20)| _ [f(20) — (1 + &) f(0)|
|f (o) |f (o)

= |el

CoMa |



Stabilitatsabschdtzung: Induktionsschluss (n — 1 = n)
Satz 7.6:  Sei

y = h(xo) = gn—10gn—20---0 g1(xo)

und die Stabilitat dieses Algorithmus sei oy, d.h.

~

|h(z0) — h(e, z0)|
|h(z0)]

< onlle]] 4 o(ll]])

Sei weiter f(xg) = g, o h(zg) wobei k,, die Kondition von g, ist.

Dann gilt fiir die Stabilitdt o, von f(xg) = g, o h(xg)

Orel S 1 + RnOh

CoMa |



Stabilitatsabschdtzung: Induktionsschluss (n — 1 = n)
Satz 7.6:  Sei

Yy = h(iUo) — 09gn—-1°99n—-290---0 91(1’0)

und die Stabilitat dieses Algorithmus sei oy, d.h.

~

[h(z0) — (g, z0)]
|h(zo)]

< anllell + o([ll))

Sei weiter f(xg) = gn o h(xg) wobei k,, die Kondition von g, ist.

Dann gilt fiir die Stabilitdt o, von f(zg) = g, © h(x)

Orel < 14+ Kpon =14 k(1 + Kp1(1+ ... k3(1+ Ka)...))

CoMa |



Stabilitatsabschatzungen: Skalare Elementarfunktionen g;

Satz 7.8: Es bezeichne k; die relative Kondition von g; an der Stelle y;_1,
und es sei

f(xo) = gno---o0g1(xo) , vi = 09i(yi—1), t=1,...,n, Yo = Xo -

Dann gilt

0r61§1+z H Ki =1+ Kkn(1+Kp1(T4+ ... k3(1+K2)...)).
j=li=5+1

Schlecht konditionierte Elementarfunktionen verschlechtern die Stabilitat!

Freie Universitat %’QE Berlin
o
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Beispiel

Problem: f(xzg) =1+ \/%(1 —cos(xg)), wo=2m—¢

Freie Universitat ‘%'

"‘m”?@ Berlin
) CoMa |



Beispiel

Problem: f(xzg) =1+ \/%(1 —cos(xg)), wo=2m—¢

Algorithmus:  f(xg) = g3 © g2 © g1(x0)
_ 1 _
g1(zo) = cos(zo) , g2(v1) =51 —w1), 93(y2) =1+ /y2

CoMa |



Beispiel

Problem: f(xg) =1+ \/%(1 —cos(xg)), TE=2m—¢

Algorithmus:  f(xg) = g3 © g2 © g1(x0)
_ 1 _
g1(zo) = cos(zo) , g2(v1) =51 —w1), 93(y2) =1+ /y2

Kondition der Auswertung der Elementarfunktionen:

y1 = g1(xo) = cos(xg) =1 — 9,

CoMa |




Beispiel

Problem: f(xg) =1+ \/%(1 —cos(xg)), xp=2m—¢
Algorithmus:  f(xg) = g3 0 g2 © g1(x0)
g1(xo) = cos(zo) , 92(y1) = %(1 —y1), g3(y2) =1+ /y2

Kondition der Auswertung der Elementarfunktionen:

i = gr(x) = cos(ao) =1 — 6, wy = Ol _ nl 125

CoMa |




Beispiel

Problem: f(xzg) =1+ \/%(1 —cos(xg)), wo=2m—¢
Algorithmus:  f(xg) = g3 0 g2 © g1(x0)
g1(zo) = cos(wo) , g2(y1) = %(1 —y1), g3(y2) =1+ VY2

Kondition der Auswertung der Elementarfunktionen:

i = gr(x) = cos(ao) =1 — 6, wy = Ol _ nl 125

CoMa |




Beispiel

Problem: f(xzg) =1+ \/%(1 —cos(xg)), wo=2m—¢

Algorithmus:  f(xg) = g3 © g2 © g1(x0)

_ 1 _
g1(zo) = cos(wo) , g2(y1) = 5(1 —y1), g3(y2) =1+ VY2
Kondition der Auswertung der Elementarfunktionen:

i = gr(x) = cos(ao) =1 — 6, wy = Ol _ nl 125

! d/2
v2 = galyn) = 5(1—y2) = 8/2, = U = s = VUL

CoMa |




Beispiel

Problem: f(xg) =1+ \/%(1 —cos(xg)), xp=2m—¢

Algorithmus:  f(xg) = g3 © g2 © g1(x0)
_ _ 1 _
g1(zo) = cos(wo) , g2(y1) =51 —w1), 93(y2) =1+ /12

Kondition der Auswertung der Elementarfunktionen:

= gi(w0) = cos(m) =10, rp = B = g = 150

/ \/3/2
yo = ga(y1) = 5(1 —y1) = 9/2, k3= 'gf’g(j@i'ff' = —2(1%) = /e

Stabilitdtsabschatzung (Satz 7.8): o0y < 14 K3(1 + ko)

CoMa |



Beispiel

Problem: f(xg) =1+ \/%(1 —cos(xg)), xp=2m—¢

Algorithmus:  f(xg) = g3 © g2 © g1(x0)
_ _ 1 _
g1(zo) = cos(wo) , g2(y1) =51 —w1), 93(y2) =1+ /12

Kondition der Auswertung der Elementarfunktionen:

= gi(w0) = cos(m) =10, rp = B = g = 150

/ \/3/2
yo = ga(y1) = 5(1 —y1) = 9/2, k3= 'gf’g(j@i'ff' = —2(1%) = /e

Stabilitdtsabschatzung (Satz 7.8): o0y < 14 K3(1 + ko)

beliebig groBe Schranke: 1+ k3(1 + kg) > éﬁ% — oo flire —0

CoMa |



1. Merksatz

Schlecht konditionierte Elementarfunktionen vermeiden!

CoMa |



1. Merksatz

Schlecht konditionierte Elementarfunktionen vermeiden!

Beispiel: trigonometrische Formel: 1 — cos(a) = 2sin”(a/2)

Freie Universitat ﬁjf ;?@ Berlin

= CoMa |



1. Merksatz

Schlecht konditionierte Elementarfunktionen vermeiden!

Beispiel: trigonometrische Formel: 1 — cos(a) = 2sin”(a/2)

einsetzen:  f(xg) =1+ \/%(1 — cos(zg)) = 1+ | sin () |

Freie Universitat %’
o\

: “ma@ Berlin
%%%2* CoMa |



1. Merksatz

Schlecht konditionierte Elementarfunktionen vermeiden!

Beispiel: trigonometrische Formel: 1 — cos(a) = 2sin”(a/2)

einsetzen:  f(xg) =1+ \/%(1 — cos(zg)) = 1+ | sin () |

Algorithmus: f(xo) = haohi(z0), y = hi(zo) =3, ha(y) = 1+sin(y)

CoMa |




1. Merksatz

Schlecht konditionierte Elementarfunktionen vermeiden!

Beispiel: trigonometrische Formel: 1 — cos(a) = 2sin”(a/2)

einsetzen: flzg) =1+ \/%(1 — cos(xp)) = 1+ |sin (%) |
Algorithmus: f(xo) = haohi(z0), y = hi(zo) =3, ha(y) = 1+sin(y)

Stabilitatsabschatzung: Orel < 1+ Ko
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1. Merksatz

Schlecht konditionierte Elementarfunktionen vermeiden!

Beispiel: trigonometrische Formel: 1 — cos(a) = 2sin”(a/2)

einsetzen:  f(xg) =1+ \/%(1 — cos(zg)) = 1+ | sin () |

Algorithmus: f(xo) = haohi(z0), y = hi(zo) =3, ha(y) = 1+sin(y)

A y _ _ |y| cos(y)]
Stabilitatsabschatzung: Orel < 1+ ko =1+ 505
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1. Merksatz

Schlecht konditionierte Elementarfunktionen vermeiden!

Beispiel: trigonometrische Formel: 1 — cos(a) = 2sin”(a/2)

einsetzen:  f(xg) =1+ \/%(1 — cos(zg)) = 1+ | sin () |

Algorithmus: f(xo) = haohi(z0), y = hi(zo) =3, ha(y) = 1+sin(y)

T X : _ lyllcos(y)|
Stabilitatsabschatzung: Orel <1+ Ko=1+ Trsm()] 1+

CoMa |




Numerisches Experiment mit Matlab

>> x0 = 2%3.1415926;
>> fg=1+sqrt((1-cos(x0))/2)

fg =
1.000000053726901

Freie Universitdt ) Berlin
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Numerisches Experiment mit Matlab

>> x0 = 2%3.1415926;
>> fg=1+sqrt ((1-cos(x0))/2)

fg =
1.000000053726901

>> fh=1+sin(x0/2)

fh =
1.000000053589793

. . g e (7 .
Freie Universitat a Berlin
Ko~/

G
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Numerisches Experiment mit Matlab

>> x0 = 2%3.1415926;

>> fg=1+sqrt ((1-cos(x0))/2)

fg =
1.000000053726901

>> fh=1+sin(x0/2)

fh =
1.000000053589793

Stabilitatsanalyse von f:

0, <1+ k3(1+ ko) ~4.6-10°

Freie Universitdt ?:
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Numerisches Experiment mit Matlab

>> x0 = 2%3.1415926;
>> fg=1+sqrt ((1-cos(x0))/2)

fg =
1.000000053726901

>> fh=1+sin(x0/2)

fh =
1.000000053589793

Stabilitdtsanalyse von f,: o, <14 k3(1 + ko) ~ 4.6 - 10°

>> abs(fh-fg)/abs(fh*eps)

T
Freie Um'versit'at “ Berlin
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Numerisches

>> x0 = 2%3.1415926;
>> fg=1+sqrt((1-cos(x0))/2)

fg =
1.000000053726901

>> fh=1+sin(x0/2)

fh =
1.000000053589793

Experiment mit Matlab

Stabilitdtsanalyse von f,: o, <14 k3(1+ ko) ~ 4.6 - 10°

>> abs(fh-fg)/abs(fh*eps)

ans =
6.174769669095370e+05

) {t
Freie Universitat ‘ 1) Berlin
f
T
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Stabilitatsabschatzungen: Skalare Elementarfunktionen g;

Satz 4.7: Es bezeichne k; die relative Kondition von g; an der Stelle y;_1,
und es sei

f(xo) = gno---o0g1(xo) , vi = 09i(yi—1), t=1,...,n, Yo = Xo -

Dann gilt

0r61§1+z H Ki =1+ Kkn(1+Kp1(T4+ ... k3(1+K2)...)).
j=1i=j+1

k1 geht nicht in die Abschatzung ein!

CoMa |



Stabilitat

Auswirkung von Stérungen der Elementarfunktionen auf das Ergebnis:

CCCCC



2. Merksatz

Unvermeidbare, schlecht konditionierte Elementarfunktionen an den Anfang!

fsﬂmn
Freie Universitat ﬁ?’ )
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Beispiel: Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Berechne das Polynom f(z) = 2° + 12a*x — 6az? — 8a”
mit a = 4 999 999 an der Stelle o = 10 000 000 .

>> a = 4999999;
>> x = 10000000;
>> f = x73 + 12%a"2%x - 6%*%a*xx"2 - 8*%xa”3

393216

Freie Universitat ﬁ@ Berlin
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Beispiel: Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Berechne das Polynom f(z) = 2° + 12a*x — 6az? — 8a”
mit ¢ = 4 999 999 an der Stelle x¢o = 10 000 000 .

>> a = 4999999;
>> x = 10000000;
>> f = x73 + 12*%a"2%x - 6%*%a*xx"2 - 8*%a”~3

393216

>> f = (x-2%a)”3

Freie Universitat ﬁ@ Berlin
L 4
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Beispiel: Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Berechne das Polynom f(z) = 2° + 12a*x — 6az? — 8a”
mit ¢ = 4 999 999 an der Stelle x¢o = 10 000 000 .

>> a = 4999999;
>> x = 10000000;
>> f = x73 + 12*%a"2%x - 6%*%a*xx"2 - 8*%a”~3

393216

>> f = (x-2%a)”3

8

Was ist hier schiefgelaufen?

Freie Universitat @!E Berlin
L 4
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Grobe Stabilitatsanalyse
Algorithmus 1:

f(xo) = x5 + 12a*zg — 6ax? — 8a®
— (5138 + 12a°x¢) — (Gax% + 8a3) = g1(xg) — g2(x0)

gi(x) = 2° + 12ax g2(x0) = 6ax? + 8a*

CoMa |



Grobe Stabilitatsanalyse
Algorithmus 1:

f(xo) = 2 + 12a%x¢ — 6azx? — 8a’
0 0
= (23 + 12a%zg) — (6axi + 8a®) = g1(wo) — g2(x0)
gi(x) = 2° + 12ax g2(x0) = 6ax? + 8a*

s . l91(z0)|+]g2(z0)| . 1021
Stabilitatsschranke: o, <1 4 91 (20)—ga (z0)] 10
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Grobe Stabilitatsanalyse
Algorithmus 1:

f(xo) = 2 + 12a%x¢ — 6azx? — 8a’
0 0
= (23 + 12a%zg) — (6axi + 8a®) = g1(wo) — g2(x0)
gi(x) = 2° + 12ax g2(x0) = 6ax? + 8a*

s . l91(z0)|+]g2(z0)| . 1021
Stabilitatsschranke: o, <1 4 91 (20)—ga (z0)] 10

Algorithmus 2:

f(xo) = (zo — 2a)® = hy o ha(xo) hi(zo) = xo — 2a, ha(yr) =y}
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Grobe Stabilitatsanalyse
Algorithmus 1:

f(xo) = 2 + 12a%x¢ — 6azx? — 8a’
0 0
= (23 + 12a%zg) — (6axi + 8a®) = g1(wo) — g2(x0)
gi(x) = 2° + 12ax g2(x0) = 6ax? + 8a*

s . l91(z0)|+]g2(z0)| . 1021
Stabilitatsschranke: o, <1 4 91 (20)—ga (z0)] 10

Algorithmus 2:

f(xo) = (zo — 2a)® = hy o ha(xo) hi(zo) = xo — 2a, ha(yr) =y}

Stabilitatsschranke: o, <14 kp, =1+3 =4
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Grobe Stabilitatsanalyse
Algorithmus 1:

f(xo) = x5 + 12a*zg — 6ax? — 8a®
— (338 + 12a°x¢) — (Gax% + 8a3) = g1(xg) — g2(x0)

gi(x) = 2° + 12ax g2(x0) = 6ax? + 8a*

s . l91(z0)|+]g2(z0)| . 1021
Stabilitatsschranke: o, <1 + 91 (20)—ga (z0)] 10

Algorithmus 2:

f(zo) = (0 — 2a)® = hg o hy(z0) , hi(zo) = xo — 2a, ha(yr) =y}

Stabilitatsschranke: o, <14 kp, =1+3 =4

tatsichliche Fehlerverstarkung: |8 — 393216]|/(8eps) ~ 2.2 - 10"
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Eingabefehler und Auswertungsfehler: Gesamtfehler

Eingabefehler: max. Rundungsfehler: ||¢||

~

|f(xo) — f(e, %)
f (o)

Satz 7.5: Es sei g # 0, f(xg) # 0, g; stetig differenzierbar und ¢
gentigend klein. Dann gilt

f(z0) — f(e, %) [z — To|
Tl o

orel:  Stabilitat der Funktionsauswertung an der Stelle x.

resultierender Gesamtfehler:

+ ovellle]| + o(|zo — To| + |l€]]) -

krel: rel. Kondition der Auswertung von f an der Stelle z.
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Faustregel

Gesamtfehler = k x Eingabefehler + o * Auswertungsfehler!
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