
Kondition: Anwendungen Vorlesung vom 11.12.20

Kondition nichtlinearer Gleichungen:

Problem: Finde x∗, so dass g(x∗) = y∗

Definition der absolute Kondition κabs:

Auswirkung von Fehlern in der rechten Seite y∗ auf die Lösung

Satz:

Hinreichende Bedingungen für die Existenz von g−1 in einer Umgebung von y∗.

Äquivalentes Problem: Auswertung der Umkehrfunktion g−1 an der Stelle y∗

Satz: κabs = |(g−1)′(y∗)| = |g′(x∗)|−1

Definition und Berechnung der relativen Kondition: klar!

Grenzen der Genauigkeit

Ronaldinhos Kondition
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Kondition

Auswirkung von Eingabefehlern auf das Ergebnis:
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Eingabefehler Auswirkung auf das Ergebnis
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Die Kondition ist eine Eigenschaft des Problems!
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Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Problem: Auswertung von f(x) = x3 + 12a2x− 6ax2 − 8a3

an der Stelle x0 = 10 000 000 für a = 4 999 999.
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Auswertung eines Polynoms mit Matlab
Problem: Auswertung von f(x) = x3 + 12a2x− 6ax2 − 8a3

an der Stelle x0 = 10 000 000 für a = 4 999 999.

>> a = 4999999;

>> x = 10000000;

>> f = x^3 + 12*a^2*x - 6*a*x^2 - 8*a^3

f =

393216
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Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Problem: Auswertung von f(x) = x3 + 12a2x− 6ax2 − 8a3 = (x− 2a)3

an der Stelle x0 = 10 000 000 für a = 4 999 999.

>> a = 4999999;

>> x = 10000000;

>> f = x^3 + 12*a^2*x - 6*a*x^2 - 8*a^3

f =

393216

>> f = (x-2*a)^3

Was ist hier schief gelaufen?

CoMa I



Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Problem: Auswertung von f(x) = x3 + 12a2x− 6ax2 − 8a3 = (x− 2a)3

an der Stelle x0 = 10 000 000 für a = 4 999 999.

>> a = 4999999;

>> x = 10000000;

>> f = x^3 + 12*a^2*x - 6*a*x^2 - 8*a^3

f =

393216

>> f = (x-2*a)^3

f =

8

Was ist hier schief gelaufen?
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Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Problem: Auswertung von f(x) = x3 + 12a2x− 6ax2 − 8a3 = (x− 2a)3

an der Stelle x0 = 10 000 000 für a = 4 999 999.

>> a = 4999999;

>> x = 10000000;

>> f = x^3 + 12*a^2*x - 6*a*x^2 - 8*a^3

f =

393216

>> f = (x-2*a)^3

f =

8

Was ist hier schief gelaufen?
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Erinnerung: Computer können nicht rechnen!

Äquivalente Umformungen in R sind in Gleitkommaarithmetik nicht äquivalent.

Beispiele:

keine binomische Formel:

(a +̃ b) ∗̃ (a +̃ b) 6= a ∗̃ a +̃ 2 ∗̃ a ∗̃ b +̃ b ∗̃b

kein Assoziativgesetz:

(a ∗̃ a +̃ 2 ∗̃ a ∗̃ b) +̃ b ∗̃b 6= a ∗̃ a +̃ (2 ∗̃ a ∗̃ b +̃ b ∗̃b)

It is hard, but it’s harder to ignore it Cat Stevens
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Algorithmen zur Funktionsauswertung

gegeben: f : I → R, x0 ∈ I ⊂ R

Ein Algorithmus ist eine Zerlegung

f(x0) = gn ◦ gn−1 ◦ · · · ◦ g1(x0)

der Funktion f in elementare Funktionen gi, i = 1, . . . , n.

Beispiel

f(x) = ax+ b = g2 ◦ g1(x) , g1(y) = ay , g2(y) = y + b

f(x) = ax+ b = a(x+
b

a
) = h2 ◦h1(x) , h1(y) = y+

b

a
, h2(y) = ay

Welcher Algorithmus ist besser?
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Algorithmen zur Funktionsauswertung

gegeben: f : I → R, x0 ∈ I ⊂ R

Ein Algorithmus ist eine Zerlegung

f(x0) = gn ◦ gn−1 ◦ · · · ◦ g1(x0)

der Funktion f in elementare Funktionen gi, i = 1, . . . , n.

Beispiel:

f(x0) = ax0 + b = g2 ◦ g1(x0) , g1(x0) = ax0 , g2(y) = y + b

f(x0) = ax0+b = a(x0+
b

a
) = h2◦h1(x0) , h1(x0) = x0+

b

a
, h2(y) = ay

Welcher Algorithmus ist besser?
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Algorithmen zur Funktionsauswertung

gegeben: f : I → R, x0 ∈ I ⊂ R
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Gleitkommarechnung

gegeben: Ein Algorithmus

f(x0) = gn ◦ gn−1 ◦ · · · ◦ g1(x0)

zur Auswertung von f an der Stelle x0.

Realisierung im Rechner:

f̃(x0) = g̃n ◦ g̃n−1 ◦ · · · ◦ g̃1(x0)

Runden nach jeder Elementaroperation:

g̃i = (1 + εi)gi, |εi| ≤ eps, i = 1, . . . , n, ε = (ε1, . . . , εn)
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Gleitkommarechnung

gegeben: Ein Algorithmus

f(x0) = gn ◦ gn−1 ◦ · · · ◦ g1(x0)

zur Auswertung von f an der Stelle x0.

Realisierung im Rechner: Auswertungsfehler

f̃(x0) = g̃n ◦ g̃n−1 ◦ · · · ◦ g̃1(x0)

...durch Runden nach jeder Elementaroperation:

g̃i = (1 + εi)gi, |εi| ≤ eps, i = 1, . . . , n, ε = (ε1, . . . , εn)
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Gleitkommarechnung

gegeben: Ein Algorithmus

f(x0) = gn ◦ gn−1 ◦ · · · ◦ g1(x0)

zur Auswertung von f an der Stelle x0.

Realisierung im Rechner: Auswertungsfehler

f̃(ε, x0) = g̃n ◦ g̃n−1 ◦ · · · ◦ g̃1(x0)

...durch Runden nach jeder Elementaroperation:

g̃i(y) = (1 + εi)gi(y), |εi| ≤ eps, i = 1, . . . , n, ε = (ε1, . . . , εn)
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Merksatz

Verschiedene Algorithmen führen zu verschiedenen Ergebnissen
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...aber welcher Algorithmus ist besser?

Algorithmus A:

f(x0) = ax0 + b = g2 ◦ g1(x0) , g1(x0) = ax0 , g2(y) = y + b

Algorithmus B:

f(x0) = ax0+b = a

(

x0 +
b

a

)

= h2◦h1(x0) , h1(x0) = x0+
b

a
, h2(y) = ay

CoMa I



Relative Stabilität: Auswirkung von Gleitkommarechnung

Bezeichnung: ε = (ε1, . . . , εn) gegeben. Wir setzen ‖ε‖ = maxi=1,...,n |εi|.

Definition 7.4: Die relative Stabilität σrel des Algorithmus’

f(x0) = gn ◦ gn−1 ◦ · · · ◦ g1(x0) 6= 0

gegenüber Rundungsfehlern g̃i(y) = gi(y)(1 + εi), |εi| ≤ eps,
ist die kleinste Zahl σrel mit der Eigenschaft

|f(x0)− f̃(ε, x0)|
|f(x0)|

≤ σrel‖ε‖+ o(‖ε‖) .

Liegt dies für keine reelle Zahl σrel vor, so wird σrel = ∞ gesetzt.
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Stabilität

Auswirkung von Störungen der Elementarfunktionen auf das Ergebnis:
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Abbildung g1
Abbildung g2(y)

g1(x0)
f(x0)=g2(g1(x0))

x0

Die Stabilität ist eine Eigenschaft des Algorithmus!
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Stabilität

Auswirkung von Störungen der Elementarfunktionen auf das Ergebnis:
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Beispiel

Problem: f(x0) = 1 +
√

1
2(1− cos(x0)) , x0 = 2π

Algorithmus: f(x0) = g3 ◦ g2 ◦ g1(x0)

g1(x) = cos(x) , g2(y1) =
1
2(1− y1) , g3(y2) = 1 +

√
y2

Runden der Zwischenergebnisse:

f̃(ε, x0) = g̃3 ◦ g̃2 ◦ g̃1(x0)

= (1 + ε3)
(

1 +
√

(1 + ε2)(
1
2(1− (1 + ε1) cos(2π)))

)

= (1 + ε3)
(

1 +
√

(1 + ε2)(
1
2(−ε1))

)

Nicht reell auswertbar für beliebig kleine ε1 > 0: σrel = ∞

CoMa I



Beispiel

Problem: f(x0) = 1 +
√

1
2(1− cos(x0)) , x0 = 2π

Algorithmus: f(x0) = g3 ◦ g2 ◦ g1(x0)

g1(x) = cos(x) , g2(y1) =
1
2(1− y1) , g3(y2) = 1 +

√
y2

Runden der Zwischenergebnisse:

f̃(ε, x0) = g̃3 ◦ g̃2 ◦ g̃1(x0)

= (1 + ε3)
(

1 +
√

(1 + ε2)(
1
2(1− (1 + ε1) cos(2π)))

)

= (1 + ε3)
(

1 +
√

(1 + ε2)(
1
2(−ε1))

)

Nicht reell auswertbar für beliebig kleine ε1 > 0: σrel = ∞

CoMa I



Beispiel

Problem: f(x0) = 1 +
√

1
2(1− cos(x0)) , x0 = 2π

Algorithmus: f(x0) = g3 ◦ g2 ◦ g1(x0)

g1(x) = cos(x) , g2(y1) =
1
2(1− y1) , g3(y2) = 1 +

√
y2

Runden der Zwischenergebnisse:

f̃(ε, x0) = g̃3 ◦ g̃2 ◦ g̃1(x0)

= (1 + ε3)
(

1 +
√

(1 + ε2)(
1
2(1− (1 + ε1) cos(2π)))

)

= (1 + ε3)
(

1 +
√

(1 + ε2)(
1
2(−ε1))

)

Nicht reell auswertbar für beliebig kleine ε1 > 0: σrel = ∞

CoMa I



Beispiel

Problem: f(x0) = 1 +
√

1
2(1− cos(x0)) , x0 = 2π

Algorithmus: f(x0) = g3 ◦ g2 ◦ g1(x0)

g1(x) = cos(x) , g2(y1) =
1
2(1− y1) , g3(y2) = 1 +

√
y2

Runden der Zwischenergebnisse:

f̃(ε, x0) = g̃3 ◦ g̃2 ◦ g̃1(x0)

= (1 + ε3)
(

1 +
√

(1 + ε2)(
1
2(1− (1 + ε1) cos(2π)))

)

= (1 + ε3)
(

1 +
√

(1 + ε2)(
1
2(−ε1))

)

Nicht reell auswertbar für beliebig kleine ε1 > 0: σrel = ∞

CoMa I



Beispiel
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Stabilitätsabschätzungen: Grundrechenarten

Satz 7.9: Es sei f(x0) 6= 0 sowie g(x0), h(x0) 6= 0 und

g(x0) = gn ◦ gn−1 ◦ · · · ◦ g1(x0) , h(x0) = hm ◦ hm−1 ◦ · · · ◦ h1(x0)

Algorithmen zur Auswertung von g(x0) und h(x0)mit der relativen Stabilität
σg, σh. Dann gilt jeweils

f(x0) = g(x0) + h(x0) : σrel ≤ 1 + max{σg, σh} ,

f(x0) = g(x0)− h(x0) : σrel ≤ 1 +
|g(x0)|+ |h(x0)|
|g(x0)− h(x0)|

max{σg, σh} ,

f(x0) = g(x0) · h(x0) : σrel ≤ 1 + 2max{σg, σh} ,

f(x0) = g(x0)/h(x0) : σrel ≤ 1 + 2max{σg, σh} ,

wobei in den ersten beiden Fällen g(x0), h(x0) > 0 vorausgesetzt ist.
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Stabilitätsabschätzungen: Skalare Elementarfunktionen gi

Satz 7.8: Es bezeichne κi die relative Kondition von gi an der Stelle yi−1,
und es sei

f(x0) = gn◦· · ·◦g1(x0) , yi = gi(yi−1) , i = 1, . . . , n , y0 = x0 .

Dann gilt

σrel ≤ 1 +
n
∑

j=1

n
∏

i=j+1

κi = 1 + κn(1 + κn−1(1 + . . . κ3(1 + κ2) . . . )) .

Schlecht konditionierte Elementarfunktionen verschlechtern die Stabilität!
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Stabilitätsabschätzung: Induktionsanfang (n = 1)

trivialer Algorithmus: Sei

f(x0) = g1(x0) und f̃(ε, x0) = g̃1(x0) = (1 + ε)f(x0)

Dann gilt
σrel = 1

Beweis:
|f(x0)− f̃(ε, x0)|

|f(x0)|
=

|f(x0)− (1 + ε)f(x0)|
|f(x0)|

= |ε|
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Stabilitätsabschätzung: Induktionsschluss (n− 1 ⇒ n)

Satz 7.6: Sei

y = h(x0) = gn−1 ◦ gn−2 ◦ · · · ◦ g1(x0)

und die Stabilität dieses Algorithmus sei σh, d.h.

|h(x0)− h̃(ε, x0)|
|h(x0)|

≤ σh‖ε‖+ o(‖ε‖)

Sei weiter f(x0) = gn ◦ h(x0) wobei κn die Kondition von gn ist.

Dann gilt für die Stabilität σrel von f(x0) = gn ◦ h(x0)

σrel ≤ 1 + κnσh
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Stabilitätsabschätzung: Induktionsschluss (n− 1 ⇒ n)
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Beispiel

Problem: f(x0) = 1 +
√

1
2(1− cos(x0)) , x0 = 2π − ε

Algorithmus: f(x0) = g3 ◦ g2 ◦ g1(x0)

g1(x0) = cos(x0) , g2(y) =
1
2(1− y) , g3(y) = 1 +

√
y

Kondition der Auswertung der Elementarfunktionen:

y1 = g1(x0) = cos(x0) = 1− δ, κ2 =
|y1|

|1−y1| =
1−δ
δ ,

y2 =
1
2(1− y1) = δ/2, κ3 =

√
y2

2(1+
√
y2)

=

√
δ/2

2+
√
2δ

Stabilitätsabschätzung (Satz 7.8): σrel ≤ 1 + κ3(1 + κ2)

beliebig große Schranke: 1 + κ3(1 + κ2) ≥ 1−δ
6
√
δ
→ ∞ für ε → 0
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1. Merksatz

Schlecht konditionierte Elementarfunktionen vermeiden!

Beispiel: trigonometrische Formel: 1− cos(α) = 2 sin2(α/2)

einsetzen: f(x0) = 1 +
√

1
2(1− cos(x0)) = 1 + sin

(

x0
2

)

Algorithmus: f(x0) = h2 ◦ h1(x0) , h1(x0) =
x0
2 , h2(y) = 1 + sin(y)

Stabilitätsabschätzung: σrel ≤ 1 + κ2 = 1 + |y|| cos(y)|
|1+sin(y)| ≤ 1 + π

CoMa I



1. Merksatz

Schlecht konditionierte Elementarfunktionen vermeiden!

Beispiel: trigonometrische Formel: 1− cos(α) = 2 sin2(α/2)

einsetzen: f(x0) = 1 +
√

1
2(1− cos(x0)) = 1 + sin

(

x0
2

)

Algorithmus: f(x0) = h2 ◦ h1(x0) , h1(x0) =
x0
2 , h2(y) = 1 + sin(y)
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Beispiel: trigonometrische Formel: 1− cos(α) = 2 sin2(α/2)
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Numerisches Experiment mit Matlab

>> x0 = 2*3.1415926;

>> fg=1+sqrt((1-cos(x0))/2)

fg =

1.000000053726901

¿¿ fh=1+sin(x0/2)

fh = 1.000000053589793 Stabilitätsanalyse von fg: σg ≤ 1+κ3(1+κ2) ≈
4.6 · 106

¿¿ abs(fg-fh)/abs(fh*eps)

ans = 6.174769669095370e+05
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Stabilitätsabschätzungen: Skalare Elementarfunktionen gi

Satz 4.7: Es bezeichne κi die relative Kondition von gi an der Stelle yi−1,
und es sei

f(x0) = gn◦· · ·◦g1(x0) , yi = gi(yi−1) , i = 1, . . . , n , y0 = x0 .

Dann gilt

σrel ≤ 1 +
n
∑

j=1

n
∏

i=j+1

κi = 1 + κn(1 + κn−1(1 + . . . κ3(1 + κ2) . . . )) .

κ1 geht nicht in die Abschätzung ein!
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Stabilität

Auswirkung von Störungen der Elementarfunktionen auf das Ergebnis:
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Abbildung g1
Abbildung g2(y)

g1(x0)
f(x0)=g2(g1(x0))

x0

Die Stabilität ist eine Eigenschaft des Algorithmus!
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2. Merksatz

Unvermeidbare, schlecht konditionierte Elementarfunktionen an den Anfang!
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Beispiel: Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Berechne das Polynom f(x) = x3 + 12a2x− 6ax2 − 8a3

mit a = 4 999 999 an der Stelle x0 = 10 000 000 .

>> a = 4999999;

>> x = 10000000;

>> f = x^3 + 12*a^2*x - 6*a*x^2 - 8*a^3

f =

393216
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Was ist hier schiefgelaufen?
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Grobe Stabilitätsanalyse

Algorithmus 1:

f(x0) = x3
0 + 12a2x0 − 6ax2

0 − 8a3

= (x3
0 + 12a2x0)− (6ax2

0 + 8a3) = g1(x0)− g2(x0)

g1(x) = x3 + 12a2x , g2(x0) = 6ax2 + 8a3

Stabilitätsschranke: σg ≤ 1 + |g1(x0)|+|g2(x0)|
|g1(x0)−g2(x0)| ≈ 1021

Algorithmus 2:

f(x0) = (x0 − 2a)3 = h2 ◦ h1(x0) , h1(x0) = x0 − 2a , h2(y1) = y31

Stabilitätsschranke: σh ≤ 1 + κh2 = 1 + 3 = 4

tatsächliche Fehlerverstärkung: |8− 393216|/(|8|eps) ≈ 2.2 · 1020
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Eingabefehler und Auswertungsfehler: Gesamtfehler

Eingabefehler:
|x0 − x̃0|

|x0|
max. Rundungsfehler: ‖ε‖

resultierender Gesamtfehler:
|f(x0)− f̃(ε, x̃0)|

|f(x0)|

Satz 7.5: Es sei x0 6= 0, f(x0) 6= 0, gi stetig differenzierbar und ε
genügend klein. Dann gilt

|f(x0)− f̃(ε, x̃0)|
|f(x0)|

≤ κrel
|x0 − x̃0|

|x0|
+ σrel‖ε‖+ o(|x0 − x̃0|+ ‖ε‖) .

σrel: Stabilität der Funktionsauswertung an der Stelle x0.

κrel: rel. Kondition der Auswertung von f an der Stelle x0.
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Faustregel

Gesamtfehler = κ ∗ Eingabefehler + σ ∗ Auswertungsfehler!
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