Sta bilitﬁtsa nalyse Vorlesung vom 18.12.20

Stabilitat:

Motivation des Stabilitats- und Algorithmusbegriffs. Abgrenzung zur Kondition.
Relative Stabilitat von Algorithmen zur Funktionsauswertung.

Definition und Beispiele.

Gesamtfehlerabschatzungen:

Satz 7.5: Der Gesamtfehler lasst sich abschatzen durch die Summe von
Eingabefehler, verstarkt durch die Kondition, und

Auswertungsfehler, verstarkt durch die Stabilitat.

Stabilitatsabschatzungen:

Kondition der Elementarfunktionen und Stabilitat:

Grundrechenarten (Satz 7.9) und Elementarfunktionen (Satz 7.8). Beispiele.
Schlecht konditionierte Elementarfunktionen vermeiden!

Unvermeidbare, schlecht konditionierte Elementarfunktionen an den Anfang!
Das Polynom-Desaster in MATLAB: Grobe Stabilitdtsanalyse.
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Beispiel: Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Berechne das Polynom f(z) = 2° + 12a*x — 6az® — 8a® = (z — 2a)?
mit a = 4 999 999 an der Stelle o = 10 000 000 .

>> a = 4999999;
>> x = 10000000;
>> f = x73 + 12*%a"2%x - 6%*%a*xx"2 - 8*%a”~3

393216
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Beispiel: Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Berechne das Polynom f(z) = 2° + 12a*x — 6az? — 8a”
mit ¢ = 4 999 999 an der Stelle x¢o = 10 000 000 .

>> a = 4999999;
>> x = 10000000;
>> f = x73 + 12*%a"2%x - 6%*%a*xx"2 - 8*%a”~3

393216

>> f = (x-2%a)”3

Freie Universitat ﬁ@ Berlin
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Relative Stabilitdat: Auswirkung von Gleitkommarechnung
Bezeichnung: € = (€1,...,€,) gegeben. Wir setzen ||¢|| = max;—1 . |&i|-
Definition 7.4: Die relative Stabilitat o, des Algorithmus’

F(@0) = gu© gno1 0+ 0 g1(w0) # 0

gegeniiber Rundungsfehlern g;(y) = ¢:(y)(1 + &;), |ei| < eps,
ist die kleinste Zahl o, mit der Eigenschaft

f(z0) — f(e, z0)]
| f(z0)|

< oretle]| +o(l[]]) -

Liegt dies fiir keine reelle Zahl o, vor, so wird g,¢] = 00 gesetzt.
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Stabilitatsabschatzungen: Skalare Elementarfunktionen g;

Satz 7.8: Es bezeichne k; die relative Kondition von g; an der Stelle y;_1,
und es sei

f(xo) = gno---o0g1(xo) , vi = 09i(yi—1), t=1,...,n, Yo = Xo -

Dann gilt

0r61§1+z H Ki =1+ Kkn(1+Kp1(T4+ ... k3(1+K2)...)).
j=li=5+1

Schlecht konditionierte Elementarfunktionen verschlechtern die Stabilitat!
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Stabilitatsabschatzungen: Grundrechenarten
Satz 7.9: Es sei f(xg) # 0 sowie g(xg), h(xg) # 0 und

9(580) —gn°gn—-10+--0 91(180) ; h(iﬁo) = hpohpy_10---0 h1($0)

Algorithmen zur Auswertung von g(xq) und h(xg) mit der relativen Stabilitat
og4, op. Dann gilt jeweils

f(xo) = g(xo) + h(zg) orel < 1+ max{o,, o},
19(z0)| + |A(z0)]

max{o,, on} ,

f(xO) — g<£U0> — h(ﬂ?()) . Orel < 1+ ‘g($0> — h(CUO)‘
f(xo) = g(xo) - h(xg) orel < 1+ 2max{o,, o},
f(xo) = g(xg)/h(xp) : Orel < 1+ 2max{o,, o},

wobei in den ersten beiden Fillen g(xg), h(zg) > 0 vorausgesetzt ist.
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r * Eingabefehler 4+ o x Auswertungsfehler
= Gesamtfehler
w0 — o

Auswertungsfehler: ||¢||
ol

Eingabefehler:

~

| f (o) — f(e, o)
|f(580)\

Satz 7.5: Es sei g # 0, f(xg) # 0, g; stetig differenzierbar und ¢
geniigend klein. Dann gilt

resultierender Gesamtfehler:

~

| f(zo) — f(e,Z0)| [0 — To|

f(zo)] = )

orel:  Stabilitat der Funktionsauswertung an der Stelle x.

+ Ure1H5H + 0(|£U0 — 570| + H‘C:H) .

krel:  rel. Kondition der Auswertung von f an der Stelle xy.
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Polynomdesaster: Konditionsanalyse

f(z) = 2° + 12a°x — 6az* — 8a® = (z — 2a)®
relative Kondition:

|20

f(zo)]

Krel = |f/($0)‘
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Polynomdesaster: Stabilitatsanalyse

Algorithmus 1:
f(xo) = x5 + 12a*zg — 6ax? — 8a®
= (23 + 12a%zg) — (6axi + 8a®) = g1(wo) — g2(x0)

gi(x) = 2° + 12ax g2(x0) = 6ax? + 8a*
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Polynomdesaster: Stabilitatsanalyse

Algorithmus 1:
f(xo) = x5 + 12a*zg — 6ax? — 8a®
= (23 + 12a%zg) — (6axi + 8a®) = g1(wo) — g2(x0)

gi(x) = 2° + 12ax g2(x0) = 6ax? + 8a*

< l91(zo)[Flg2(zo)| 102!

Stabilitatsschranke: o, < 91.(x0) —ga (20|
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Polynomdesaster: Stabilitatsanalyse

Algorithmus 1:

f(zo) = x} + 12a*xo — 6axs — 8a*
= (23 + 12a°z0) — (6axi + 8a*) = g1(xo) — g2(wo)
g1(z) = 2% + 12a°z | go(x0) = 6ax? + 8a3

Stabilititsschranke: o, < 1910l ¥la2(@o)l 121
g |91 (%0) —g2(x0)]

Algorithmus 2:

f(xo) = (zo — 2a)® = hy o ha(xo) hi(zo) = xo — 2a, ha(yr) =y}
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Polynomdesaster: Stabilitatsanalyse

Algorithmus 1:

f(zo) = x} + 12a*xo — 6axs — 8a*
= (23 + 12a°z0) — (6axi + 8a*) = g1(xo) — g2(wo)
g1(z) = 2% + 12a°z | go(x0) = 6ax? + 8a3

Stabilititsschranke: o, < 1910l *lg2(@o)l 121
g |91 (%0) —g2(x0)]

Algorithmus 2:

f(zo) = (0 — 2a)® = hg o hy(z0) , hi(zo) = xo — 2a, ha(yr) =y}

Stabilitatsschranke: o, <14 kp, =1+3 =4
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Gesamtfehler

Algorithmus 1:

f(z0) — f(e, Fo)|
| f(z0)|

— Fo

S %106 ‘ZCO
o]

+10%e]| + o(Jzo — Zo| + [lell) -
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Gesamtfehler

Algorithmus 1:

| f(z0) — f(57550)|
| f (o)

_550|

S %106 "CCO
|0

+ 10*!|e|| + o(Jxo — To| + |l€]]) -

Algorithmus 2:

f(z0) — f(e, Zo)|
| f (o)

_5%0‘

X ~
< 310970 =0l | ey 1 oo — o] + el

|20
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Gesamtfehler

Algorithmus 1:

f(z0) — f(e, Fo)|
| f(z0)|

_ZEO|

S %106 ‘ZCO
o]

+10%e]| + o(Jzo — Zo| + [lell) -

Algorithmus 2:

f(z0) — f(e, Zo)|
\f(xoﬂ

_530‘

3 6‘$0
<3510

+ 4e|| + o(|zo — Zo| + [l¢]]) -
|20

kein Eingabefehler: xg =29 =2
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Kompliziertere Algorithmen

Freie Universit'at )'@ Berlin
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Kompliziertere Algorithmen

Systematische Stabilitatsanalyse
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Beispiel

Problem:  f(z1,22) = (x1 — 22)* = (29 — 2(x122)) + 23
Algorithmus 1:  f(z1,22) = fa(f1(21, 22))

fl(xay):x_ya f2(33):£13‘2

Algorithmus 2:  f(x1,22) = f5 (f1 (fz(zm),f4(f3($1,$2))>7f2($2))

fl(xay) = IY, f2(513) — 3727 fS(xay) = XY, f4(£13) — 2377 f5(513,y) =TTy

CoMa |



Auswertungsbaume

Algorithmus L: f(wla $2) — f2(f1(x17 'CUQ))? fl(x7 y) — L — Y, fQ(x) — $2

Algorithmus 2:  f(x1,x2) = f5 (f1 (f2(961), fa(fs(x1, 502))) ; f2($2)>,

f3(x7y) = XY, f4(£13) :Zxa f5(x7y) :CB—I—y
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Teilbaume
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Zerlegung von Auswertungsbaumen in Teilbaume
Auswertungsbaum:  gerichteter Graph 3 (Knoten, gerichtete Kanten)

Anzahl der Knoten: #§

Wourzel: nur eingehende Kanten, Blatter: nur ausgehende Kante
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Zerlegung von Auswertungsbaumen in Teilbaume
Auswertungsbaum:  gerichteter Graph 3 (Knoten, gerichtete Kanten)

Anzahl der Knoten: #§

Wourzel: nur eingehende Kanten, Blatter: nur ausgehende Kante

Teilbaume (3; entstehen Wegnahme der zur Wurzel fiihrenden Kanten
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Zerlegung von Auswertungsbaumen in Teilbaume
Auswertungsbaum:  gerichteter Graph 3 (Knoten, gerichtete Kanten)

Anzahl der Knoten: #§

Waurzel: nur eingehende Kanten, Blatter: nur ausgehende Kante
Teilbaume (3; entstehen Wegnahme der zur Wurzel fiihrenden Kanten

Zerlegung in Teilbaume: [ =[B1,...,0m], (bei unsimmer m € {1,2})
Gesamtzahl von Knoten: #8 =14+ #01+ ...+ #06mn
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Zerlegung von Auswertungsbaumen in Teilbaume
Auswertungsbaum:  gerichteter Graph 3 (Knoten, gerichtete Kanten)

Anzahl der Knoten: #§

Waurzel: nur eingehende Kanten, Blatter: nur ausgehende Kante
Teilbaume (3; entstehen Wegnahme der zur Wurzel fiihrenden Kanten

Zerlegung in Teilbaume: [ =[B1,...,0m], (bei unsimmer m € {1,2})
Gesamtzahl von Knoten: #8 =14+ #01+ ...+ #06mn

trivialer Baum:  nur einen Knoten (seine Wurzel): Eingabewerte

6:”7 mit  #p0 = 1.

Freie Universitat @!E Berlin
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Br

Die Blatter 891 = Bo2 = [ ] stehen fiir Eingabewerten xj in 8o, k = 1, 2.

Algorithmus 1:

Ik
»

1 .LE

= [B1], B1=[Bo,1,Po.z2]

Freie Universitit &

CoMa |



Algorithmus 2:

BFQ — [5117 512]
Bll — [6217 622]7 612 — [623]
621 — [631]7 622 — [632]7 632 — [6417 642]

Blatter 831 = [ ], B41 = [ ] und Bas = [ ], Baz = [ ] stehen fiir Eingaben x1 und x,.

CoMa |



Zwischenergebnisse mittels Auswertungsbaumen

Zuordnung von Elementarfunktionen und Eingabedaten:

Eingabewert <+ Blatt Elementarfunktion <+ Knoten

Zwischenergebnisse fiir jeden Teilbaum f:

Wurzel:  Zwischenfunktion f* Zwischenergebnis: z”
3 Eingabewert falls #p0 =1
z —
AP, 0 2P falls #B=m+1>1, B=1[581...,05m

| il
Freie Universitat %’Q@) E Berlin
o

CoMa |



Algorithmus 1:

1
@

1 .LE

/BFl — [61]7 Bl — [6217 /822]

Die Blatter 321 = 22 = | | stehen fiir Eingabewerten xy, in Bor, k = 1, 2.
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Algorithmus 1:

i Loy
k| "o ;
rq fz
i \?E
Br, = [B1] : IR = fo, 271 = fo(2P1)
B1 = [Ba21, Bazo] : 2920 =y, 2022 = xy, fPL = fy, 201 = fi(2P2, 2P22)

Freie Um'versit'zit
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Algorithmus 2:

f P
.ﬁ fﬁf./ fa F
£y L2 @ ; "
B fz
¢ o
i a4y

Br, = |[B1i1, Pi2]
Bi1 = [Ba21,PB22], Bi2 = [B23]
Bar = [B31], B2z = [Bs2], PBs2 = [Ba1, Paz2]

Blatter 831 = [ ], B41 = [ ] und Bas = [ ], Baz = [ ] stehen fiir Eingaben x1 und x,.
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Algorithmus 2:

7 fz 1 @
7 Loy
£} s &) ;
4| fﬁ
e @
Ly Ao

Br, = |[B1i1, Pi2]
Bi1 = [Ba21,P22], Bi2 = [Ba3]
P21 = [531], Booz = [532]7 Zﬁ32 = f3(CB1, 5102)

Blatter 831 = [ ], B41 = [ ] und Bas = [ ], Baz = [ ] stehen fiir Eingaben x1 und x,.

Freie Universitat %&m)? Berlin
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Algorithmus 2:

/ fa 1 @
K Ao
R g f
¢ o
i a4y
Br, = |[Bi1, Pi2]
Bii = [B21,P22], B2 = [B23]
P21 = [531], 2’22 = f4(2532), 2’32 = fa(x1, z2)

Blatter 831 = [ ], B41 = [ ] und Bas = [ ], Baz = [ ] stehen fiir Eingaben x1 und x,.
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Algorithmus 2:

/ fa 1 @
K Ao
R g f
¢ o
i a4y
Br, = |[B1i1, Pi2]
Bi1 = [Ba1,B22], Biz = [Bas]
22 = fo(xy), 2722 = £4(272), 2732 = fy(x, 22

Blatter 831 = [ ], B41 = [ ] und Bas = [ ], Baz = [ ] stehen fiir Eingaben x1 und x,.

Freie Universitat %&m)? Berlin
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Algorithmus 2:

BFQ — [5117 512]

Bii = [B21, B2, 212 = fa(x2)
ZB21 — f2(x1)7 2522 — f4(2632)7 2632 — f3(3317 x2)

Blatter 831 = [ ], Ba1 = [ ] und Bas = [ ], Baz = [ ] stehen fiir Eingaben x1 und x,.

Freie Universitit L 18 Berlin
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Algorithmus 2:

Loy
Iy "o ;
1 .Jfﬁ

¢ o

Li H iy
Br, = [Bi1, Piz2]
JOE S p— fl(zﬁﬂ,zﬁﬂ), 2612:f2(x2)
2 = fo(r), 2722 = £(2P82), 2732 = fi(ay, @)

Blatter 831 = [ ], B41 = [ ] und Bas = [ ], Baz = [ ] stehen fiir Eingaben x1 und x,.

| il
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Algorithmus 2:

# fz f1 @
o Loy
b r'a ‘ ;
4| fﬁ
¢ o
Ly Ao
o) R f5(zﬂ11,zﬂ12)
S 5 — fl(ZIB21,ZIB22), z612:f2(:1:2)

Joreh ) — fa(z1), P22 f4(z632), 2P32 — fs(xz1, x2)

Blatter 831 = [ ], B41 = [ ] und Bas = [ ], Baz = [ ] stehen fiir Eingaben x1 und x,.

e B Y-
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Rekursive Stabilitatsabschatzung

Auswirkung von Stérungen der Elementarfunktionen auf das Ergebnis:

CCCCC



Rekursive Stabilitatsabschatzung

Satz7.6: h: I—I,CR, g: I,— R, f=goh: I—R, x9€cl

Algorithmus zur Auswertung von h(xg) mit Stabilitdt oy,
h(xg) = hyp o0 hy(xo)
Algorithmus zur Auswertung von f(xg) = g(h(xg))

f(z0) =gohyo---ohi(zo)

Die Kondition von g(yo), yo = h(zo), ist kg.

Stabilitatsschranke: or <1+ K40y

CoMa |



Stabilitatsabschatzungen: Grundrechenarten
Satz 7.9: Es sei f(xg) # 0 sowie g(xg), h(xg) # 0 und

9(580) —gn°gn—-10+--0 91(180) ; h(iﬁo) = hpohpy_10---0 h1($0)

Algorithmen zur Auswertung von g(xq) und h(xg) mit der relativen Stabilitat
og4, op. Dann gilt jeweils

f(xo) = g(xo) + h(zg) orel < 1+ max{o,, o},
19(z0)| + |A(z0)]

max{o,, on} ,

f(xO) — g<£U0> — h(ﬂ?()) . Orel < 1+ ‘g($0> — h(CUO)‘
f(xo) = g(xo) - h(xg) orel < 1+ 2max{o,, o},
f(xo) = g(xg)/h(xp) : Orel < 1+ 2max{o,, o},

wobei in den ersten beiden Fillen g(xg), h(zg) > 0 vorausgesetzt ist.

CoMa |



Rekursive Abschatzung der Fehlerverstarkung

Zwischenergebnisse:

3 ) Eingabewert falls #p =1
TN ) falls #8=mA1>1, 8= B1,...,Bul

Fehlerverstarkung fiir Teilbaum:

1 falls #p0 =1
of < 1+ k(Y max(cP,...,0%) falls #B8=m-+1> 1,
und B = [B1,..., Ol

k(fP):  relative Kondition der Auswertung von f” in z°1, ... zPm

9
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Algorithmus 1:

o
{ i |

Py
@

Br = [A1] : 2P = f2(261) ;

B1 = [Bo.1, Bozl] : 21 = £ (2701, 250’2)

Freie Um'versit'zit
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Algorithmus 1:

o,
{ i |

Fugy
@

Br = [A1] : 2P = f2(261) ;

B1 = [Bo1,Boz] : 271 = f1(2P01,2P02) =g —ay =1 Pl =1

2P0l = 4 =10, 2P02 = gy = 10" — 1

Freie Um'versit'zit
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Algorithmus 1:

7 fa fa 1\.
¢ i
i{ "o
) ) £ fa
¢ o
ri Ao
Br, = [B1] : 2= fo(2P1) = (2P1)? = 1,

/81 - [/80,17 /80,2] . Zﬂl — fl(ZﬁO’l, 260’2) =X — L9 = 1 0'61 =1

2P0l = 4 =10, 2P02 = gy = 10" — 1

Freie Um'versit'zit
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Algorithmus 1:

-
bd
- h
o

/ £ f1 ®
Fy Jl
|'_ i'g ./ ;
£ fa
¢ @
Ly .E.E
Br, = [B1] : 2= fo(2M) = (2P1)? =1,
_ 1BEDIEA
| f2(zP1))|

B1 = [Bo1,Bozl 1 271 = f1(2P01,2P02) =g —ay =1 Pl =1

2P0l = 4 =10, 2P02 = gy = 10" — 1

Freie Universitat (i _)@ Berlin
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Algorithmus 1:

—
bd
)- .

/BFl - [/81] -
|5(P1)112P1] F 8
= = 2 c'l=1+ kool =3
£2(=P1)] ’
zﬂl:fl(zBO,l,zBOQ):a:l—xg:l P =1

2702 = g, = 10" — 1

Bl — [50,17 BO,2] :

P01 = g = 10,

Freie Universitat (i _)@ Berlin
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Gesamtfehlerverstarkung

Satz 7.5: Gesamtfehler= x x Eingabefehler + o * Auswertungsfehler

& |
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Gesamtfehlerverstarkung

Satz 7.5: Gesamtfehler= x x Eingabefehler + o * Auswertungsfehler

relative Kondition der Auswertung von: f(x1,x2) = (11 — 22)?

| il
Freie Universitat %’Q@) E Berlin
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Gesamtfehlerverstarkung

Satz 7.5: Gesamtfehler= x x Eingabefehler + o * Auswertungsfehler

relative Kondition der Auswertung von: f(x1,x2) = (11 — 22)?

Funktion mit mehr als einer Variablen

| il
Freie Universitat %’Q@) E Berlin
o
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Direkter Weg

Br, = [B1] :

ﬁh.:: U30J7/302]:

P01 = g1 = 1012,

: Algorithmus 1:

2Pl = £ (P01 2F0.2)

2P02 — re = 10 — 1

Freie Um'versit'zit
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Direkter Weg: Algorithmus 1:

Br, = [B1] : PP = fy(2%1) :

B1 = [Bo1,Bos2] : 27t = fi(2701,2P02) =) —xy =1 oPL =14 legltlzal _ o N

ges |21 —z3]

2P0l = g =101, P02 =g, =10 —1

Freie Um'versit'zit
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Direkter Weg: Algorithmus 1:

/ fa fa 1\.
o &
- > . fa
¢ o
L1 )
Br, =[] : 2= fo(2"1) = (2M1)? =1,

B1 = [Bo1,Bos2] : 27t = fi(2701,2P02) =) —ay =1 0P =14 legltlzal _ o oM

ges >y

2P0l = 4 =10, 2P02 = g, =10" — 1

Freie Um'versit'zit
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Direkter Weg: Algorithmus 1:

/ fs f1 ®
# !l
ry Fa @ _
£ 2
& o
Ly 4]
Br, = [B1] : 2= fo(2) = (M) =1,
_ IAEDIEA
| f2(=P1)]
B1 = [Bo,1, Boz2] : 21 = fl(zﬂo’l, 260’2) =z —x2 =1 Jgels =1+ % =2-10"

2P0l = 4 =10, 2P02 = g, =10" — 1

Freie Universitat (i _)@ Berlin
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Direkter Weg: Algorithmus 1:

/ fs f1 ®
ry Fa @ _
£ fa
¢ o
Ly 4]
Br, = [B1] : = fo(2M) = (M) =1,
|75(=P1)]12P1] P 8 11
= = ol =1+ kool =1+4-10
2P ges = 1+ M2T%ges = LT
Br = [Boa, Bogl 1 2L = f1(2701,2%02) =) —ay =1 ofl =1+ % =2-10"

2P0l = 4 =10, 2P02 = g, =10" — 1

Freie Universitat (i _)@ Berlin
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Kompliziertere Algorithmen

Systematische Analyse des Gesamtfehlers

Freie Universitat @!E Berlin
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Kompliziertere Algorithmen

Systematische Analyse des Gesamtfehlers

kann der Computer libernehmen!

Freie Universitat %’% Berlin
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Automatische Fehleranalyse

Eingabedaten zx1,...,z,,

Elementarfunktionen g¢;,  Ableitungen ¢!

(575 i
Freie Universitat a’@;&@) ? Berlin
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Vergleich von Algorithmus 1 und 2

Algorithmus 1:  Fi(x1,22) = (21 — 22)*

Fi(z1,22) = fo(fi1(w1, 72))

Algorithmus 2:  Fy(x1,22) = (2% — 2(x122)) + 23
Folwr, 22) = f5 (fi (o), falfalwr,22)) ), fal2)

file,y) =2—y, falw) =2 fs(v,y) =y, falz)= 22,

fs(x,y) = 2+y

CoMa |



Vergleich von Algorithmus 1 und 2

Algorithmus 1:  Fi(x1,22) = (21 — 22)*
[y (x1,22) = f2(fr(21, 22))
Algorithmus 2:  Fy(x1,22) = (2% — 2(x122)) + 23

Folwr, 22) = f5 (fi (o), falfalwr,22)) ), fal2)

filz,y) =x—y, folz)=2" fi(z,y) =2y, fi(z)=2z, [fs(z,y)=ax+y

Gesamtfehlerverstarkung:

ot <1+4+4.10" ot2 <44 .10%?
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Auswertung der Summe positiver Zahlen
S=a1+as+---a,, ar>0

Rekursive Summation: S = a[l1]; for i=2:1:m S = S + al[i]; end

Freie Universitit %’Q@)@ Berlin
S
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Auswertung der Summe positiver Zahlen
S=a1+as+---a,, ar>0

Rekursive Summation: S = a[l1]; for i=2:1:m S = S + al[i]; end

Rekursive Stabilitatsanalyse

P+l <1+ max{c” 1} =14+0"% i=1,...,n—1, P =1

Freie Universitit Ll 18 Berli
reie Universitd i%%%%? erlin
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Auswertung der Summe positiver Zahlen
S=a1+as+---a,, ar>0

Rekursive Summation: S = a[l1]; for i=2:1:m S = S + al[i]; end

Rekursive Stabilitatsanalyse
P+l <1+ max{c” 1} =14+0"% i=1,...,n—1, P =1

Fehlerverstarkung bei rekursiver Summation: ORek <M

Freie Universitit Ll 18 Berli
reie Universitd i%%%%? erlin
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Hierarchische Summation (n = 2™)

L1 L2 L3 L4 L5 L6 L7
pd N’ N’ N’
Sgl) Sgl) Sél) Sil)
hN 4 pN 4
S§2) 352)
¢ 4
5

Freie Universitat £, SV Berli
reie Universita i&{%ﬁ erlin
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Hierarchische Summation (n = 2™)

1 i) I3

Rekursive Stabilitatsanalyse

(k+1) (k)
-5 B!

< 1+ max{o"i

L4

5

5(’@)

g i—i—l}’

L5

pwe

Ne

L6

o

X7

5(0)

=1
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Hierarchische Summation (n = 2™)

L1 L2 L3
N’ N’
Sgl) Sgl)
pN e
52
¢

Rekursive Stabilitatsanalyse

(k+1)
oPi

L4

(k) (k)
<14 max{c? o"i+1},

L5

5

k=1,..

L6
hwe
ey
3
¢
4
* 1Og2 (n)a

o

X7

5(0)

=1
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Hierarchische Summation (n = 2™)

1 L2 3 L4 L5 L6 L7
N’ N’ N’ N
Sgl) Sgl) Sél) 34(11)
pN 4 ¢ 4
S§2) S;2)
¢ 4
RO

Rekursive Stabilitatsanalyse

(k+1) (k)
-5 B!

(k) (0)
<14max{c? ,ofit1}, k=1,... log,(n), ofi =1

Fehlerverstarkung bei hierarchischer Summation: ORrek < 1+ logy(n)
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Numerisches Beispiel
Genauigkeit: £ = 7 Dezimalstellen

Problem: Summation von n; = 2/ Zufallszahlen a;, € (0,1), J=1,...,15

107 ¢

T T
—©6— rekursiv
—+— aufwaerts 1
—%— hierarchisch| |

relativer Fehler

| | | | | | |
2 4 6 8 10 12 14
J=log(Anzahl der Summanden)

fsﬂmn
Freie Universitat ﬁ?’ )
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