AUfwand und Komple)(itat Vorlesung vom 15.1.21
Komplexitat und Effizienz

Aufwand eines Algorithmus’: Maximale Anzahl dominanter Operationen (worst-case).
Ordnung: Landau-Symbol O(n). Beispiel.

Komplexitat eines Problems: Kleinstméglicher Aufwand

Summation

Aufwand: rekursive und hierarchische Summation.  Komplexitit: n — 1 = O(n)

Sortieren
Aufwand: TumbSort, BubbleSort und MergeSort. Komplexitdt: O(nlogn)

Berechnung des groBten gemeinsamen Teilers von a > b:
Naiver Algorithmus (Ausprobieren): Aufwand: O(b) Divisionen.
Variante (Ausprobieren riickwarts): Aufwand: O(b) Divisionen (worst-case!).

Strukturelle Finsicht: Kongruenzen (GauB 1801), Rekursionssatz.
Euklidischer Agorithmus: Aufwand: O(log(b)) Divisionen.
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Numerische Mathematik und Scientific Computing

Problem: Eingabedaten und Komplexitat

Kondition: Wie wirken sich Eingabefehler aus?
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Numerische Mathematik und Scientific Computing

Problem: Eingabedaten und Komplexitat

Kondition: Wie wirken sich Eingabefehler aus?

Algorithmus: Auswertungsfehler und Aufwand

Stabilitat: Wie wirken sich Auswertungsfehler in meinem Algorithmus aus?

Aufwand: Wie aufwendig ist mein Algorithmus?
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Lineare Gleichungssysteme

n = 3 lineare Gleichungen fiir n = 3 Unbekannte:

r1 + 4dxe + Txrgz = 5
2c1 + 9z2 + 8xz3 = -1
3331 + 6%2 + 10333 = 0
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Lineare Gleichungssysteme

eine Gleichung fiir Vektoren mit n = 3 Komponenten:

r1 +4xro + Txs 5
2x17 +dxe + 8xz | = [ —1
333‘1 —|—6£U2 —|—10£U3 0
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Lineare Gleichungssysteme

eine Gleichung fiir Vektoren mit n = 3 Komponenten:

I —|—4ZC2 + 7583 5
233‘1 —|—5£U2 —|— 8333 = —1
333‘1 —|—6£U2 —|—10£U3 0
Matrixschreibweise:
1 4 7
2 Tr1 + 5 To + 8 I3
4 § 10
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Lineare Gleichungssysteme

eine Gleichung fiir Vektoren mit n = 3 Komponenten:

I —|—4ZC2 + 7183 5
2331 —|—5£U2 + 8333 = —1
3331 —|—6£U2 —|—10£U3 0
Matrixschreibweise:
1 4 7 1 4 7 T 5
2lxz1+ 95|+ | 8 Jx3=12 5 8 : 9 — —1
4 § 10 3 0 10 T3 0
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Lineare Gleichungssysteme

n = 3 lineare Gleichungen fiir n = 3 Unbekannte:

|
o

r1 + 4xy +  Txs
2331 —|— 5%2 —|— 8333 — —1

3331 + 6%2 + 10333 = 0
Matrixschreibweise:

1 4 7 1 5

2 9 8 9 = —1

3 6 10 T3 0
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Matrix-Vektor- und Matrixprodukt

Matrix-Vektor-Produkt:
Matrix A = (a; ;)i ,—; € R™", Vektor x = (x;);=1 € R"

Az = ((Az)))jy €R™ . (Az);= ) agx;
=1

Matrixprodukt:
Matrizen A = (a; ;)7 -1, B = (bij)} ;-1 € R™"
AB = ((AB)ZJ)Zzl 3 (AB)Zj — Za’ikbkj
k=1
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Woher kommen lineare Gleichungssysteme?
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Woher kommen lineare Gleichungssysteme?

Mathematische Modellierung:

diskrete stationare Prozesse
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Woher kommen lineare Gleichungssysteme?

Mathematische Modellierung:

diskrete stationare Prozesse

Diskretisierung:
mathematische Modelle kontinuierlicher Prozesse:

gewohnliche und partielle Differentialgleichungen, . . .
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Woher kommen lineare Gleichungssysteme?

Mathematische Modellierung:

diskrete stationare Prozesse

Diskretisierung:
mathematische Modelle kontinuierlicher Prozesse:

gewohnliche und partielle Differentialgleichungen, . . .

Linearisierung (Newton-Verfahren, . . .)
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Beispiel: Lineares Stabwerk

4
Kis
. . B 5
Brickenkonstruktion W(’/’i//
Ol

gegeben: Knoten P;, 1 =1,...,5, Last L

gesucht: Stabkrafte k;;, Auflagekréfte ay, ae, s (10 Unbekannte)
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Beispiel: Lineares Stabwerk

Briickenkonstruktion

771171777
¢
gegeben: Knoten P;, 1 =1,...,5, Last L
gesucht: Stabkrafte k;;, Auflagekréfte ay, ae, s (10 Unbekannte)

mathematische Modellierung:
starre Stabe S;; = P; — P;, reibungsfreie Verbindung in den Knoten P;
Kraftegleichgewicht: (2 Gleichungen)

. " 1 0 * Sij
Pir k1257 + k13573 + o (0> T <1> =0 5= ||Sij||2
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Beispiel: Lineares Stabwerk

4
B . k k t kt _[IL_I Kis 35 g
FuCKENKONSTruKtion
W ’ W(/‘ﬁ?
oy o

gegeben: Knoten P;,i =1,...,5, Last L
gesucht: Stabkrifte k;;, Auflagekrafte iy, ai, a3 (10 Unbekannte)

mathematische Modellierung: n = 2 - 5 Gleichungen fiir 5 Knoten
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Beispiel: Lineares Stabwerk

4
Briickenkonstrukti S AN
FuCKENKONSTruKtion
W ’ W(/‘W
oy o

gegeben: Knoten P;, 1 =1,...,5, Last L
gesucht: Stabkrifte k;;, Auflagekrafte iy, ai, a3 (10 Unbekannte)

mathematische Modellierung: n = 2 - 5 Gleichungen fiir 5 Knoten

aixz - Qin L1 bl

kurzz Ax =0, AeR™, beR"

an1 e Ann Ln bn
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Kondition, Stabilitat und Effizienz

Problem:

Berechne x € R" aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R™", b € R"

Freie Universitat ‘,'“”’ Berlin

CoMa |



Kondition, Stabilitat und Effizienz

Problem:

Berechne x € R" aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R™", b € R"

Auswirkung von Eingabefehlern A ~ A, b ~ b (Kondition)
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Kondition, Stabilitat und Effizienz

Problem:

Berechne x € R" aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R™", b € R"

Auswirkung von Eingabefehlern A ~ A, b ~ b (Kondition)

Algorithmus:  GauBscher Algorithmus

N IS |
Freie Universitat b=} Berlin
o s";

CoMa |



Kondition, Stabilitat und Effizienz

Problem:

Berechne x € R" aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R™", b € R"

Auswirkung von Eingabefehlern A ~ A, b ~ b (Kondition)

Algorithmus:  GauBscher Algorithmus

Auswirkung von Auswertungsfehlern (Stabilitat)

N IS |
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Kondition, Stabilitat und Effizienz

Problem:

Berechne x € R" aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R™", b € R"

Auswirkung von Eingabefehlern A ~ A, b ~ b (Kondition)

Algorithmus:  GauBscher Algorithmus
Auswirkung von Auswertungsfehlern (Stabilitat)

Aufwand und mogliche Aufwandsreduktion (Effizienz)
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Kondition: Auswertung des Losungsoperators

Lemma: Ist A € R™"™ regular, so existiert die Inverse A~ e Rvm,
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Kondition: Auswertung des Losungsoperators

Lemma: Ist A € R™"™ regular, so existiert die Inverse A~ e R

Problem:

Auswertung von f(A,b) = A~1b =z € R" fiir (A,0) € R»™ x R"
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Kondition: Auswertung des Losungsoperators

Lemma: Ist A € R™"™ regular, so existiert die Inverse A~ e R

Problem:

Auswertung von f(A,b) = A~1b =z € R" fiir (A,0) € R»™ x R"

Schwierigkeiten:

e Wie misst man den von A ~ A und b ~ b?
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Kondition: Auswertung des Losungsoperators

Lemma: Ist A € R™"™ regular, so existiert die Inverse A~ e R

Problem:

Auswertung von f(A,b) = A~1b =z € R" fiir (A,0) € R»™ x R"

Schwierigkeiten:
e Wie misst man den von A ~ A und b ~ b?

e Wie berechnet man den maximalen Verstarkungsfaktor?

Freie Universitat ‘,'“”’ Berlin
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Linearer Raum (Vektorraum)

Definition: Auf der Menge V' seien

Addition a+b:V XV =V | Multiplikation mit Skalaren aa : R XV — V
erklart und haben folgende Eigenschaften

V ist Abelsche Gruppe (Assoziativitat, Nullelement, negatives Element, Kommutativitat)

Addition und Multiplikation sind vertraglich, d.h. fiir o, 8 € R, a,b € V gilt

a(Ba) = (af)a (Assoziativitat)
ala+b) =aa+ab, (a+ B)a= aa+ Bb (Distributivitat)
l-a=a

Dann heiBt V' linearer Raum (Vektorraum) iiber R.
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Abstraktion des Langenbegriffs: Normen

Definition 8.1 Es sei V' ein linearer Raum iiber R. Eine Abbildung
l-|: V=R

heiBt Norm, falls fiir alle z,y € V und a € R gilt

|20,  Jzl=0®z=0, (1)
ar|| = |a| ||z (Homogenitat) (2)
(3)

r+yl| < |zl + [y (Dreiecksungleichung) .

Das Paar (V.|| - ||) heiBt normierter Raum.
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Beispiele: Vektornormen

r=(z;), eV =R"

" 1/2
Euklidische Norm: 2|2 = <Z %2)

n 1/p
p—Norm: |z, = (Z mp) , 1<p<oo

Maximumsnorm (oco—Norm):  ||z||cc = max |z
= ..o
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Matrixnormen
A= (aij)} ;=1 € V=R"" , Matrizen mit n Zeilen und n Spalten

. 2 . . . .
ede Vektornorm auf R™ induziert eine Matrixnorm auf R™"
J 2

(interpretiere A € R™" als Vektor im R™")
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Matrixnormen
A= (aij)} ;=1 € V=R"" , Matrizen mit n Zeilen und n Spalten

. 2 . . . .
jede Vektornorm auf R™ induziert eine Matrixnorm auf R™"
. . . 2
(interpretiere A € R™" als Vektor im R™")

Vertraglichkeit der Matrixnorm || - ||a; mit Matrix—Vektor—Multiplikation:
1Az ]} < [|Al[ar| =]

Obere Schranke fiir die Langenanderung durch Multiplikation mit A.

ﬁfi@ Berlin
oy o

)
&\
G CoMa [

Freie Universitat



Die von einer Vektornorm induzierte Matrixnorm

Definition 8.8 Es sei || - || eine Vektornorm auf R™. Dann ist durch
A
Al = sup 1220 g
zern |||
x7#0
die zugehorige Matrixnorm || - || a7 definiert.
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Die von einer Vektornorm induzierte Matrixnorm

Definition 8.8 Es sei || - || eine Vektornorm auf R™. Dann ist durch
A
Al = sup 1220 g
zern |||
x7#0
die zugehorige Matrixnorm || - || a7 definiert.

Bemerkung: Fiir zugehorige Matrixnormen gilt

® || - ||as ist eine Norm.

o [[Az|l < |[Allar (||

o |AB||m < ||Alla || Bllar VA, B € R™", (Submultiplikativitat)
e Die Norm der Einheitsmatrix I ist ||I||a = 1.
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Die von der Maximumsnorm induzierte Matrixnorm

Satz 8.10 (Zeilensummennorm) Die Matrixnorm
n
[Alloo = Z:maanjl il . A=(aij)i = ER"",
J:

gehort zur Maximumsnorm || - || auf R™.
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Die von der Maximumsnorm induzierte Matrixnorm

Satz 8.10 (Zeilensummennorm) Die Matrixnorm

n
[Alloe = Z.:maxnz |asjl , A = (a;j); ;=1 € R,
e

gehort zur Maximumsnorm || - || auf R™.

Bemerkung:

Es sei || - || eine beliebige Vektornorm und || - || 5; die zugehdrige Matrixnorm.
Dann existiert ein * € R” mit ||z*|| = 1 und ||Ax*|| = || A||as -
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Konvergenz in normierten Raumen

Definition 8.4 Es sei (V.|| -||) ein normierter Raum und (x(”>)V€N C V eine
Folge. Die Folge heiBt konvergent gegen = € V, also

) g vV — 00 ,

falls
|z — 2| =0, vV — 00 .

& |
Freie Universitat %’QE Berlin
o

CoMa |



Konvergenz in normierten Raumen

Definition 8.4 Es sei (V.|| -||) ein normierter Raum und (x(”>)V€N C V eine
Folge. Die Folge heiBt konvergent gegen = € V, also

{Ij(y) — T, vV —r 00,
falls
|z — 2| =0, vV — 00 .
Beispiel: V' =R", Maximumsnorm || - ||

(x(”))yeNCR”%xER” — wgy)ﬁxi,izl,...,n
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Aquivalenz von Normen auf endl.-dim. Raumen

Satz 8.5 Es sei V' ein endlichdimensionaler linearer Raum und |- || und ||| |||
Normen auf V. Dann existieren ¢, C € R, so daB3

cllz]f < llzfl| < Cllzl| Ve e V.
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Aquivalenz von Normen auf endl.-dim. Raumen

Satz 8.5 Es sei V' ein endlichdimensionaler linearer Raum und |- || und ||| |||
Normen auf V. Dann existieren ¢, C € R, so daB3

cllz]f < llzfl| < Cllzl| Ve e V.

Beweis:
Satz von Heine-Borel: Kompaktheit der Einheitskugel in endl-dim. Raumen.
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Aquivalenz von Normen auf endl.-dim. Raumen

Satz 8.5 Es sei V' ein endlichdimensionaler linearer Raum und |- || und ||| |||
Normen auf V. Dann existieren ¢, C € R, so daB3

cllz| < fllfll < Cllell Yz eV .

Beweis:
Satz von Heine-Borel: Kompaktheit der Einheitskugel in endl-dim. Raumen.

Folgerung: V = R™ mit beliebiger Norm || - ||

W 5z e |z -z = 0
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Aquivalenz von Normen auf endl.-dim. Raumen

Satz 8.5 Es sei V' ein endlichdimensionaler linearer Raum und |- || und ||| |||
Normen auf V. Dann existieren ¢, C € R, so daB3

cllz| < fllfll < Cllell Yz eV .

Beweis:
Satz von Heine-Borel: Kompaktheit der Einheitskugel in endl-dim. Raumen.

Folgerung: V = R™ mit beliebiger Norm || - ||

W sz e zW—z| = 0e |z -z — 0
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Aquivalenz von Normen auf endl.-dim. Raumen

Satz 8.5 Es sei V' ein endlichdimensionaler linearer Raum und |- || und ||| |||
Normen auf V. Dann existieren ¢, C € R, so daB3

cllz| < fllfll < Cllell Yz eV .

Beweis:
Satz von Heine-Borel: Kompaktheit der Einheitskugel in endl-dim. Raumen.

Folgerung: V = R™ mit beliebiger Norm || - ||

W sz e |ltW—z)| - 0e |2V -z = 0 < 2 s, i=1,....n

7
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