
⑦Bedeutung : . lxl
" Länge von ×

"

• Ix- yl „ Abstand von xuady
"

•

an -5 Egal wie klein wir E > 0 wählen
,

es ex . immer ein Folgenglied an
. .

sadaß alle weiteren Abstand <E
zu a haben .

Beispiel an : E. , danngilt an F) O -

⑦ Beweise : seit > 0
.

Dann gilt 0<7 und es ex.eian.HN

ftp.EY mit E- < nolwegen ). somitgilt an! ! <{
^ Ü Also gilt"E=Ö

an - o 1=6.1=/): ? ± ?
.

<E Vino
.

De



③ lemaa-seie.hn/(b./FolgeniaQliaIR) mit
an-3 ,

b. a) b .
Dann gilt :

a) an -ibn→ atb

| c) anm -3ns

Dann⇒ a.ba/rIbIF!oInYs+o :

÷- ÷ .

↳ •

Beweis a) sei E > o
. Danae ×

.

ein no.AE/N4ndno,$EIN
-

lan - al < { V-nzn.ca

Ibn - b) < § Kazuo
,
b

Also gilt no = max {no.ae ", } und n > no
Kanes) -tadelt > Kau - a) + G. - b)Klan -al + Ibn -b)
-

< E c- E- = E
.

b)
,
c)d) → Übung Da



390 lemma17-seifaz.IE/geiaQ/ialR)mita.-%aEQ
und an → a

'

EQ
.
Dann gilt a =D

'

.

n -3ns

D.h
-
der Grenzwert isteindeutig bestiaat.

(wir schreiben hingegen =)

Beweise Es gilt 0 : an
-

an =3 a - a
'

luegen. Gemma er)
Anja .

Sei E la - a '/ so.

Dann ex.no EIN

mit Van - a.) - la - a) t.la - äkla
- a !G.⇒a=a

Satz sei fan ) eine Folge in Q mit an a
.

Danngilt

⑦ VE> 07nFIN : Ian - am / < E tn, m ? no .



④ ⑦ WE > o Zu
,
EIN : fan -am | < E Hm

, zu Emo
.

Beweisen : Sei { > o .

Dana ex. →
EIN mit

Ian - a) < § Vu ? "
o
.

Also gilt für sein ? no
Ian - auf Ilan -

a) - fan - a)/

Anschaulich
± Ian - al Ham -al < { + { = E. *
-

⑦ bedeutet

Egal wer klein wird >o wählen , es innen

ein Folgengliedan
.
, sodass der Abstand

aller weitere Folgenglieder untereinander
kleiner als E ist

.

-



j.EE?:.E........ :

-
IN

° -

¥9 Eine Folge in Q (in IR / mit
^

④ KE >o In
.
EIN : fan - am |< E Vu , m Z no

heißt Cauchy - Folge -

Satz 18 sagt
,
dass jede kann . Folge eine

Cauchy - Folge KF) ist .

Gilt die Umkehrung ?



⑨ Satz fan -3 ) ⇒ (au ) ist CF

Beweis Satz 10

Beispiel sei a. =
1
, a. + , E- + ! =9¥

22:(a.) ist ca .

Ang an =3 a EQ
.

Setze bn a. + n ,
dann

b.→ a

AI am .ba → a. a = a
?

→•

→ •

an-

÷::!ü) . :-< ⇒÷
⇒ a?

"

⇒ za ' = äxz ⇒ a

'

- 2



L

③ Falls a
E Q
, können wir a

= % schreiben
.

°
.

Bd
.

A sei diese Bruch so weit es geht gekürzt-
also p und q

sind nicht beide gerade
-

Danngilt
-

(sonstKürze z)

2-- a
?
= a.a

= Pa.P-e.ae = %, =) p
?

= 2g ?

⇒ p
'

gerade -46⇒ p
= Zp

'

=) pkfzjfhfpj.la
⇒ zfp ')

?
= a

'

⇒ q
'

gerade⇒geraden §
Also war a

= % nicht gekürzt
.

Es ex
.

keine Zahl a EQ an if a
?
= 2.(Sa .

werdeQ)
.

laQkonrergieancri.1.nicht.J-i.laSatz 20 gilt nicht ,#
"
.

(. . . weil e. U .

der Grenzwert
"
in fehlt

"

)
.



④ Konstruiere Grenzwerte durchÄquivalenzklasse-
sei R = { (a! / (a) istCF in Q}
Aust (an ) - (bn ) falls (a) und " gegen die

gleiche Zahl a Konvergieren würden
"

Det Für C Fen G.%) c-Qdef

(a) - (bn) , falls an - bn =) 0

[Can)] = {(b.) ER Ifa) -6)= c-Man -süß
.

IR -{Man)]/ (a) ER} .



⑤lemma21-seie.la/ ,@n) CF in Q
,
danngilt

a) (ant b) ist CF

b) (an iba ) ister / c)
% - Sa ) ist er

d) Falls bn #okund bunt?!

BEI Ösen
,

dann ist(E) er.

DIE seien a-
- Fan ) ] EIR

,
b- Mb)]ER , dana de !

.

atf = Man )] t [Ga) ] := Man + su)]
a. b = Ma) ) - Elba)] : = [Can - bn)]

.

Sat a) KR , -1 . . ) ist ein Körper
mit O :Mo )] , 1=4)] , - a Ita)] . ..ci?fcaiYJ

"

b) Wir können Q als Teilmenge identifizieren



④ Beweisen a) lassen wir aus Hinweisen (a)n = { Ii
"

!!:*
für an ¥30

b) sei a c- Q
. Def. dann

Ha !] ER durch an = a KEIN ④

Danngilt für a Fb F Q

a Fb ⇒ a
- b FO =) an - b " = a - b HO

⇒ an -bn Is a - b to ⇒ (a) that

⇒ Mai ]#Csu )] .

C- IRAlso ist
, a ↳ [a) mit injektiv .


