
1150 Satans f :D → IR ist genau dann stetig in XED, wenn gilt :
Für alle Folgen En) in D mit xn → + gilt fkn ) ) tk) .

Beweis ⑦ ⇒ : Seifstetig × c-D
, 4) in D mit xn →x.
-

sei {>o , dann ex -

Ssomit It - yl es =) Iflx) - fly) / < E
.

Da xn) x e- x. auf> 0 ein no EINmit kn - xkf Ku : no.
Für nen

.
: kn - als ⇒ Ifk

. ) - fk) / < E .

⇒ : tagein x
.

Dann gilt

JE> ots> 0 : 7YED mit K -yl <f aber Ifly) - FKIIZE
.

Zu f = ? sei nun xne D ein solcherAva Ktmit

Ix - in /<S= ? und 1×4
. )- # IKE .

-

Also gilt für die Folge ¢) in D

lx-xnkkd.h.mx , aber wegen #kn) HfG¥.E



Dj Seif :X→ Y .

Dana ist

• X derDefinition f
• fCM ) : = {fkllx EM} das) von MEX unter f

• f- YM) : = {XEXHKI EM}daskbi-dva.ME Kater f
• {(x , fk) ) EX -Y) x EÄ}design von

t

Satz sei B offen . f :D →R istgenau dann stetig , wen agilt:
Für alte VEY offen ist auch f-

"

A) EX offen
.

Beweis :(Übung )



1170kt seien f :D → Reg :D → IR
,
h :D→ IRI) ,

IHR
.

a) fxg : D) IR , #g) k) : = fkltg G)

b) f-g : D) IR ff -g) k) : = fkl -gk)
c) f.g :D → III. (f. g) 4 fkl.GG/
d) E :D → IR (E)41 :-. 4h GI
e ) ht : D) IR : Cd HH := Ifk)

DIE9. Eine FH . p : IR ) IR von der Form

PKI =¥
,
aax
" mit a

. . . .
. , am
HR heißPohang .

• Falls am to , so heißt p,an Grad m
"

undwir setzen deglp.fm .

• Ferner def. Pm = {p : IR) IR / p ist Polynom , deglptm}
• Ein Ekf

.
f : Dt IR mit fG) = GIF für Polynomep, q

mit q KIFO Ux FD heisst nationale Funktion
-

.



⑦Sat a) konstante Eliten sind stetig
b) f : IRTIR mit fkl⇒ iststetig

c) seien fcg , h : D) IR , hG) Folter ED, h EIR dann
sind ftg , f-g , f.g, E , It stetig

d) Polynome sind stetig
e) Rationale Eliten sind stetig

Beweis : sei esD und Folge in Dmit# → ×
a) seifkl-cV-xHR.fm/=c-3c=fk)

b) sei fkk x fkn ) = xn → × = -141 =#91k)
-

( I Light +g) kn ) ) =!;)) + gknlt-limfk.li/imgGnI=fHxgGI
1 • so

d) PH : :] an ×
"

! im Hut = joa, xd
"
= E. aax "=p G)

e) pa Polynome ¥ Piezttig I ) f-- { stetig .



⑤ Satz Die Exoponetiutfkt . exp : Rt IR ist stetig

Beweise wir stetigkeit in ×
.

Sei x. c- IR mit xn -70

Restgliedabschätzeng für N :O :

e
xp (x ) = 1 + R

, 61 mit Ikrk) (E 2kt fühlst .

Für n groß genug gilt lxn / < 1 undsomit

Iexplxn ) - 11 = fexplxn)
- etplo) f- Ikrk)f-zu

→ 0 für n -70
,
als o expkn) -7 plo) .

sei nun × ER hat. xp -3 ×
.

Dana gilt

I im expkn) = time xp K) .eu/xn-xI=expGI.limexpku-x)
w

= expk) e xp G) = expfxl .
→ °

Da



Satze Die Betrags funktion I. / : IR → IR mitet IH
ist stetig .

Beweis sei es IR undxn → x .

1.FI .

Dann xn > 0 für n groß genug , also

4:11 = !:
= x = H

2.FI : Dann in < 0 für n groß genug , also

Light = !:b -xn = - x = IH

3.FI Es .

SeiE > o
.

Dan aex.noEINmit

|# toll = hat = Ixn - xl <Ethan .

also IX. / → 0=1×1 .

n-7ns



④Satz seien f :D → IR undg : E) IR mit FIDIEE.

Seifstetig in xD und g stetig in FG) EE,
dann ist g Öf :D -7112, fgoflkt-gkkllsfet.is ist. .

Beweis sei E) Folge mit x. → × .

Dann gilt
-

:

Daf stetig inx : fkn )
.# FA)
- -

Dag stetig in . :
Yu -) n

Gott G) = glt = Glyn ) → g) = GAG))
n -so

=G. f)k) . @

Bsc fkl =
42×3 + expl (x - 71

"

)

ÄFFT



③ Satz (zwischenwetsatz) sei f :[a.b)→ IR stetig
und fca) < 0 < FG) . Dann exx Elia,b)mit# :O

.

Bong Wir konstruieren Folgen (a), (b) in Ta ,b) mit
a) f (an ) EOE flbn) tun

b) (a) monoton wach andµ ) monoton fallend

c) bn - an → 0

Dann gilt :(an ) Kb) beschränkt und monoton .

(Satz 44 ) Also Ja
'

,
b ' mit an→ a

'

, bn → b
'

Wegen c) gilt bn - an -7 b
'
- al = 0 , also b

'
- a

'

Wegen Stetigkeit und al und Lemma 38 gilt
tim flau) = f k) E 0 M

Instant - t # zo } ,
←

gilt x = gg an Eta)



⑦ Bisekticnm
•

• •

•

•

•

[Fb
.

a.

:#

:*
⇒
9

.

} by

:3
.



⑤ konstrukfimronaabaseiao-a.ba:b

Fürn gelte flaa ) EO Efta) , an , bnttiaib]. aibn
Setze (

„

= antti .

b)

an , = {
<
" falls so

t

"
n

falls so

? an

bn,
= {

b
"

falls Nen ) so ± g,
an falls fkn ) > 0

a) Dann gilt flaues ) EOE flbn.es )
Ferner

in . - an ..tt !! ! ! Els: an '

c) Also Ib. - a. 1=2
"

la . - ab. ! ¥ o⇒ bn -a. → je


