
⑧
Bei. sei THR

" "
eine Orthogonalmatrix .

Bei HR) ist auchseparat ,
a) Die Spalten von Tbilden eig

d. h . es ex . eine abzählbare
,

dichte Teilmenge .

Orthonormal basis
,
dann

für T = (Ti
,

.
. .

, F) gilt
< Ti , Tj > = (TTT/ij = Sij"!ümdes÷ b) T ist invertierbar mit T

- ^
-
- T

c) def (T) = ± 1
Erinnerung ( Lin A 1/2)

d) T istdie Hintereinanderschaltung
Eine Matrix TEIR

" "

heißt
von Drehungen und Spiegelungen

0~thogonalmatrix-iwenn-TT-I.cl Jede Drehung und Spiegelung
um/an Teil-äonen entspricht einer

orthogonalmatrix



lemma4.2-seiOI.IR
"

→ IR
"

eine Translation
,⑤

Def Eine Abbildung dann gilt für die Borel - r -Algebra§ : IR" → IR
" heißt

und das Lebesgue -Maßa) Translation , wenn

$-41 = ✗ +a fürein festes • HR
"

" | BIRY = ¢/BAR"))
c) HIHI = ÄH AMMAR?

b) Htm Körper ) Bewegung ,wenn
☒(e) = Txta für festes AEIR

"

Beweist offensichtlich gilt § /Qlcpi))
-

- QIIR")
,

und festeKEHL TER
"

? also auch

OIKQIRYIT = ( OIIQIIRT>
•
= < QIIRYT

b) sei Ä": QCIR") → IR mit

(Q ) = ÜYOIIQ)) . Dann erzeugt
Ä " das Maß I.§ . Wegen

y
☐? ÄH = ital -VQEQKRY

gilt nun auch t
"

= t " •§.

Ep #
Hin :

Rene Eh heißt transHimsinaiat_



④ Satan .} sein : BAR") → ☒to
-

ein translations invariantes Maß ,

"""" sei TEG(GR)
(d.h. TER

" "
" invertierbar) , dann

④{Es ex . B.f- BAR
") beschränkt istµ

= NOT : BHRY → IRT

mit 0<µ (B) <• and int (B) =/0. ein Translations invariantesMaß .

Dona ex c c- Rt mitµ
Z "

. Beweisen seien Auf BAR
") tk EIN

paar weise disjunkt . Da T bijektiv,
Essen D.h . unterder Bedingung ④ sind dann auch T/Aa ) c-BAR")

ist I " (bis auf Vielfache)
,

paarweise disjunkt und
das einzige translations iacaiale µ |! Aa) = ITT/y Aa)) = Ä/ETH))
MÄR "

! =

? -1
" (Hu )) =?µ Hat .

Reg Ohne ⑦ wäre µ ± 0 undµ
:& Also istmein Maß , seinem ¢41 _- ✗ +a

,

möglich . danngilt :

µ (ITA)) = ÄTTIOIIA)) ⇒
"(TH +Ta)

Benois (siehe Forsten) .

=MIT IAN =µ /Al .

Erinnerung GL In
,
IR ) :{ TEIR

""/Tognlü ) D. h -

µ ist translations invariant .

OH = { THR
""

/THE}
c- 5K , R ) .



⑤ Eatzniö Das Lebesgue - Maß Jetzt: Änderung des Maßes bei
ist bewegungs invariant/

d ' h ' linearen Transformationen ,

für eine Bewegung 0£ : IR
"
→ CR"

gilt iro§ = in .

lemma-sei-EGCG.IR) .
Dann

Beweise sei § (x ) = Tx +a für
AEIR

" und TE OH . Dad " trans - et
. Orthogonalmatrizen 51,5, c-OG)

und eine DiagonalmatrixDER
" "

(at iaus invariant ist, gilt i
"
o_0 = i.Tidi.

mit Dir . >0 mit
es reicht a--0 zu betrachten . Nach Lemma4. 4-

ist
µ
- To§ = IoT Translations i.aiat

.

T = 51 D S2 . ⑦

seinen t-B.AT-_{+ HR
"

/ 11×11-} . Donaist Beweise?⃝ inA oder Forsten
,
basiertauf)A beschränktmit int A = Bild -1-0 und Diagonal,'the ung can TTT.

es gilt µ/A) = -71-14-11=-1
"/A) c- Rt

Beat ④ heißtsiagnliinatorkgmg-1-lsc.ee
.
nach Satz 4.3 ein < c-Rtmit

µ
= cd

"

.

Wegen µ (A)
= -14A) c- IR +gilt aber < = ? von T und D;; i i=? -in die

☒
UM von T

.



⑤ sata4.7-sei-EGK.ir) . Bsg sei TEG( h , Rl mit F- IF. . .;-)
Dann gilt TOT =/det -111

"

.

T
→

Beweis sei T = S
,
DS
,
wie in km 4.6

.
es[

"""iasia.aiaxu.sn,

→
Nach Lemma 4.9. ist TOD

ex . also c ER
"
mit d

"

☐D= , zu
.

P =T (toi] ") istein Paallelofop

Für den Einheitswürfel 1- = [^5 undes gilt
gilt aber DH) = Ä To , Di..], also ✓ ( P) = ÄYT/[o.is/)=ldetT/.i=1
(i.D)(toi] "/⇒ "(DH) = ÄDii

i :^

= ldet D / = ldet DI i " /io.BY.
Also c = lotet Dt

.

Fernergilt
ldet Tl =/Gets)HD) (detsi/

= Idet D/ = c .

Nach Satz 4.5 gilt nun

-7
"

o T = e)
"

o S ! D o Sz = I
"

o D o Sz

= Klett/ Nos, = /det -111
"

.


