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1. Aufgabe (4 TP)
Sei µ∗ : P(Ω) → R+

0 ∪ {∞} ein äußeres Maß. Eine Teilmenge A ∈ P(Ω) heißt Carathéodory-
messbar bezüglich µ∗, wenn

µ∗(X) = µ∗(X ∩A) + µ∗(X \A) ∀X ∈ P(Ω).

Sei nun µ : Σ → R+
0 ∪ {∞} ein Maß auf einer σ-Algebra Σ ⊂ P(Ω) und µ∗ das zugeordnete

äußere Maß. Zeigen Sie, dass jedes A ∈ Σ Carathéodory-messbar bezüglich µ∗ ist.

2. Aufgabe (4 TP)
Sei Σ ⊂ P(Ω) ein beliebiges Mengensystem mit ∅ ∈ Σ und µ : Σ → R+

0 ∪ {∞} eine beliebige
Abbildung mit µ(∅) = 0. Für A ∈ P(Ω) setze

µ∗(A) = inf

{ ∞∑
i=1

µ(Ai)

∣∣∣∣ A ⊂ ∞⋃
i=1

Ai, Ai ∈ Σ∀i
}
.

(Bemerkung: Falls A in keiner solchen Vereinigung liegt, ist das Infimum = +∞.)
Zeigen Sie, dass µ∗ : P(Ω)→ R+

0 ∪ {∞} ein äußeres Maß ist.

3. Aufgabe (8 TP)
Sei µ : Σ→ R+

0 ein endliches Prämaß auf einer Mengenalgebra Σ ⊂ P(Ω) und µ∗ : P(Ω)→ R+
0

das zugeordnete äußere Maß. Zeigen Sie, dass{
A ∈ P(Ω)

∣∣∣∣ ∀ε > 0∃Ã ∈ Σ : µ∗(A4 Ã) < ε

}
eine σ-Algebra auf Ω ist.
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