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1. Aufgabe (4 P)
Zeigen Sie, dass L1(Rn) separabel ist, d.h., dass eine abzählbare, bezüglich ‖·‖L1 dichte Teilmenge
existiert.

2. Aufgabe (4 P)
(Höldersche Ungleichung) Sei (Ω,Σ, µ) ein Maßraum. Für p ∈ [1,∞) sind die Lp-Norm und der
zugehörige Raum definiert durch

‖f‖Lp =

(∫
Ω
|f |pdµ

)1/p

, Lp(Ω, µ) =
{
f : Ω→ R | f messbar , ‖f‖Lp <∞

}
.

Zeigen Sie, dass für f ∈ Lp(Ω, µ) und g ∈ Lq(Ω, µ) mit p, q ∈ (0, 1), 1
p + 1

q = 1

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq

gilt und somit insbesondere fg ∈ L1(Ω, µ).
Hinweis: Sie können die Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel verwenden:

atb1−t ≤ ta+ (1− t)b ∀a, b > 0, t ∈ (0, 1).

3. Aufgabe (4 P)
(Minkowskische Ungleichung) Sei (Ω,Σ, µ) ein Maßraum. Zeigen Sie für p ∈ (1,∞)

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp ∀f, g ∈ Lp(Ω, µ).

Hinweis: Sie können die Höldersche Ungleichung verwenden.

4. Aufgabe (4 P)
Sei Ω endlich oder abzählbar, Σ = P(Ω) und µ : Σ→ R mit µ(M) = |M | für M ∈ Σ.

a) Zeigen Sie für Ω = {1, . . . , n}, dass Lp(Ω, µ) isometrisch isomorph zu Rn mit der p-Norm
ist, d.h., dass ein Isomorphismus Φ : Lp(Ω, µ) → Rn mit ‖Φ(v)‖p = ‖v‖Lp existiert und
geben Sie Φ an.

b) Charakterisieren Sie Lp(Ω, µ) für Ω = N.
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