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1. Aufgabe (4 P)
Sei 2 C R™ Borel-messbar und f : © — R& U {00} messbar und nicht-negativ. Sei ferner

Gepi={(z,y) € AxR|0<y < f(2)}
die Flédche unter dem Graphen von f. Zeigen Sie:
a) Gy C R ist messbar.

b) f genau dann integrierbar ist, wenn Vol,,;1(G<¢) endlich ist und in diesem Fall gilt

/Qf(ai)dnx = VOln_H (G<f).

2. Aufgabe (4 P)
Sei By = {z € R?|||z|| < 1} die d-dimensionale Einheitskugel und fq : B4 — R fiir k € N die
Singularitatsfunktion

]| =% fiir @ # 0,
xr) =
Jax(w) {O fir x = 0.

Geben Sie fiir jedes d > 1 ein k an, so dass fg, integrierbar iiber B; aber f;_1 j nicht integrierbar
iber B;_1 ist.

3. Aufgabe (4P)
Fir f,g € L(R™) ist die Faltung f * g : R" — R definiert durch

Jzn f(y)g(z —y) dy falls dieses Integral definiert und endlich ist,
0

(f xg)(x) = {

sonst.
a) Zeigen Sie, dass die Funktion
(@, 9) = f(y)g(x —y)

integrierbar iiber R?" ist.

b) Zeigen Sie, dass [, f(y)g(x—y) dy fast iiberall (d.h. fiir x € R™\ N bis auf eine Nullmenge
N) definiert und endlich ist.
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c) Zeigen Sie, dass f * g € L'(R") gilt und beweisen Sie die Abschitzung
1f gl < Iflligllee.

d) Zeigen Sie, dass fxg=g=x* f.

4. Aufgabe (4 P)
Sei B(R™) die Borel-Sigmaalgebra. Fiir z € R™ ist das zugehorige Diracmaf d, definiert durch

1 falls z € M,

J, : BR™) = R, 52(M):{
0 sonst.

Seien nun z1,..., 2, € R™ paarweise verschieden.
a) Zeigen Sie, dass pp =), _; 0, ein Mafl auf B(R™) ist.

b) Zeigen Sie, dass LP(R™, 1) isometrisch isomorph zu R™ mit der p-Norm ist.



